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4Uvod
Problemski zadatci jedni su od osnovnih matematicˇkih nastavnih sadrzˇaja. To su
zadatci zadani rijecˇima u kojima je potrebno rijesˇiti odredeni problem. Takvi za-
datci znatno produbljuju i razvijaju ucˇenikove misaone i stvaralacˇke sposobnosti.
Poticˇu ih na kreativnost, samostalnost i angazˇiranost. Osnovni dio problemskog
zadatka cˇine poznate i nepoznate velicˇine te veze medu njima. Kako bismo laksˇe i
brzˇe rijesˇili problemski zadatak, potrebne su nam i metode za rjesˇavanje problema.
U radu je opisano jedanaest osnovnih strategija za rjesˇavanje problema. Strategije
su alati koje ucˇenici mogu koristiti prilikom rjesˇavanja problema. Pomazˇu ucˇenicima
razumjeti problem, razviti i provesti plan i procjenu razumnosti rjesˇenja. U radu je
opisano i rjesˇavanje problema u cˇetiri koraka kako to sugerira poznati matematicˇar
George Polya. Treba ponajprije identificirati problem, napraviti plan, provesti ga
te provjeriti i procijeniti rjesˇenje. Dani su neki primjeri problemskih zadataka za
osnovnu sˇkolu te je objasˇnjena i uloga ucˇitelja koja je veoma bitna u ovom nastav-
nom procesu. Ucˇitelj je taj koji organizira, motivira i usmjerava ucˇenike za pravilno
koriˇstenje informacija, znanja i pravila. On upravlja tijekom rada u razredu te
su stoga bitne i ucˇiteljeve vjesˇtine i kompetentnost. Jedno od najvazˇnijih pitanja
suvremene nastave matematike jest pitanje razvoja stvaralacˇkog miˇsljenja i stva-
ralacˇkih sposobnosti ucˇenika. U mnogim podrucˇjima ljudi dolaze svakodnevno do
razlicˇitih problemskih situacija koje bi trebali znati rijesˇiti. Stoga je veoma vazˇno
ucˇenike od samog pocˇetka pripremiti za takav rad. Nije dovoljno samo ucˇenicima
prenositi znanje, a niti samo snalazˇenje u problemskim situacijama, vec´ ih osposo-
biti za rjesˇavanje problema. Tako c´emo stvoriti misaonog i kreativnog pojedinca s
razvijenim stvaralacˇkim sposobnostima. Detaljnije metode pristupa rjesˇavanju pro-
blemskih zadataka bit c´e objasˇnjene u radu. Problemski zadatci poticˇu na zdravo i
logicˇko razmiˇsljanje, izuzetno su korisni jer pospjesˇuju ucˇenikovo znanje.
51 Razvoj strategija za rjesˇavanje problema
Rjesˇavanje problema bi trebala biti srediˇsnja tocˇka poucˇavanja i ucˇenja matema-
tike. Ucˇenjem kako rjesˇavati probleme u matematici, ucˇenici bi trebali usvojiti
nacˇin razmiˇsljanja, navike ustrajnosti i znatizˇelje te stec´i pouzdanje u nepoznatim
situacijama koje c´e im posluzˇiti i izvan matematicˇkog razreda. U svakodnevnom
zˇivotu i na radnom mjestu mozˇemo imati veliku prednost ako smo dobar rjesˇavacˇ
problema. Kao prva sposobnost procesuiranja, rjesˇavanje problema je vrlo bitno
za razvijanje drugih sposobnosti i znanja o sadrzˇaju. Ucˇenici koji ucˇe iz perspek-
tive rjesˇavanja problema stvaraju svoje vlastito razumijevanje matematike umjesto
da samo memoriziraju pravila koja cˇesto ne razumiju. Nekad davno je rjesˇavanje
problema u matematici bilo izjednacˇeno s rijecˇima zadanim problemima na kraju
poglavlja. Ucˇenici bi odabrali brojeve iz problema i primijenili ih na netom naucˇeni
izracˇun. Bez razvijanja sposobnosti rjesˇavanja problema, problemi s rijecˇima pos-
taju izvor frustracija i neuspjeha za vec´inu djece. Ucˇenici bi bili cˇesto zbunjeni kad
bi se suocˇili s realnim problemima i kad bi trebali odrediti koju operaciju koristiti,
koje brojeve ukljucˇiti i kad bi razmiˇsljali o tome imaju li njihovi odgovori smisla.
Danas je rjesˇavanje problema srediˇste poucˇavanja i ucˇenja matematike. Rjesˇavanje
problema nije daleka tema, vec´ proces koji bi trebao prozˇimati cijeli program i osigu-
rati kontekst u kojem mozˇemo naucˇiti koncepte i stec´i vjesˇtine. Mozˇemo prepoznati
vazˇnost racˇunanja i vitalnost koju rjesˇavanje problema omoguc´uje ucˇenjem mate-
matike. Ucˇinkoviti ucˇitelji u osnovnoj sˇkoli poticˇu kreativno i kriticˇko razmiˇsljanje
u svim predmetima. Ucˇitelji pronalaze realne probleme povezane s iskustvima djece
koji im pomazˇu u poucˇavanju matematicˇkih sposobnosti i koncepata. Realne situ-
acije, zamiˇsljeni dogadaji, slagalice, igre i manipulacije mogu stvoriti probleme s ko-
jima se ucˇenici mogu suocˇiti i u njima sudjelovati. Ucˇenici otkrivaju koncepte i pro-
cedure i koriste ih u interesantnim i novim situacijama te time postaju matematicˇari
dok rjesˇavaju razlicˇite probleme. Kad menadzˇeri, vlada i drugi vode gledaju osnovne
sposobnosti za rad svojih zaposlenika, naglasˇavaju sposobnost kriticˇkog i kreativnog
razmiˇsljanja, sposobnost rjesˇavanja problema, ucˇinkovitu pisanu i usmenu komunika-
ciju i timski rad. Veza izmedu pristupa rjesˇavanja problema i sposobnosti iz stvarnog
zˇivota je ocˇigledna. Kako bismo funkcionirali u ovom nasˇem slozˇenom i promjenji-
vom drusˇtvu, moramo rjesˇavati razlicˇite probleme. Matematicˇki kurikulum osnovne
sˇkole mora djecu pripremiti na to da postanu ucˇinkoviti rjesˇavacˇi problema. Uz
niz strategija za rjesˇavanje problema ucˇenici mogu razumjeti problem, razviti plan
6i provesti ga. Nakon toga mogu razmotriti je li njihov odgovor razuman i postoje
li alternativni odgovori ili pristupi, a na kraju mogu iskazati svoje odgovore i svoje
razmiˇsljanje. Sposobnost ispravnog racˇunanja je bitna kod rjesˇavanja problema, ali
razmiˇsljanje je jezgra poucˇavanja i ucˇenja matematike. Na svakom satu mozˇe se
ucˇiti sposobnost rjesˇavanja problema kao sˇto je saznala gda Eckelkamp kad je pitala
ucˇenike trec´eg razreda da razmotre prijevoz za putovanje.
Gda Eckelkamp: ”Buduc´i da proucˇavamo zˇivotinje i staniˇsta, idemo
u zoolosˇki vrt. Imamo 27 ucˇenika u nasˇem razredu. Popricˇajmo o tome
kako c´emo doc´i do zoolosˇkog vrta”.
Evan: ”Mozˇemo pjesˇice do tamo”.
Tara: ”Predaleko je; trebali bi ic´i automobilima”.
Gda Eckelkamp: ”Koliko automobila trebamo?”
Kate: ”Nasˇ auto ima dva sjedala sprijeda i tri straga, tako da se u
svakom automobilu mozˇe voziti cˇetvero djece. Sˇest automobila s cˇetvero
djece: sˇest automobila s cˇetvero djece je dvadeset i cˇetvero djece”.
Kim: ”Ali imamo dvadeset i sedmero djece. Trebamo sedam automobila
za sve ako se troje djece ne razboli”.
Joaquina: ”Neki automobili imaju dva sjedala straga. U nekim autima
mozˇe se voziti troje djece. Dvadeset sedam podijeljeno s tri je devet auto-
mobila. Neki automobili mogu imati cˇetvero djece, drugi troje; mislim
da trebamo osam automobila”.
Ali: ”Nasˇ kombi ima sedam sjedala - svi se mogu voziti u cˇetiri kombija”.
Jorge: ”Jedan kombi je isto sˇto i jedan veliki i jedan mali automobil”.
Tom: ”Jedan sˇkolski autobus mozˇe voziti sve nas uz gdu Eckelkamp i
roditelje”.
Problemi iz stvarnog zˇivota zahtijevaju viˇse od racˇunanja 27/4 = 6 i osta-
tak 3. Sˇto se ticˇe problema slicˇnih navedenom, engleska nacionalna procjena na-
pretka u obrazovanju je ustanovila da vec´ina ucˇenika u osnovnoj i srednjoj sˇkoli
daje izracˇun 6, ostatak 3, radije nego realni odgovor 7. Uz racˇunanje, bitno je da
ucˇenici objasne ima li odgovor smisla, na koji nacˇin uvjeti mogu utjecati na odgo-
vor, i kako je odgovor dobiven. Problemi mogu imati razlicˇite odgovore ovisno o
7razmotrenim cˇimbenicima. Sve je viˇse dokaza da je rjesˇavanje problema moc´no i
ucˇinkovito sredstvo za ucˇenje. U klasicˇnom izdanju o vrstama poucˇavanja vezanim
uz rjesˇavanje problema Schroeder i Lester ([1], str. 115.) identificirali su tri vrste
pristupa rjesˇavanju problema. To su:
• Poucˇavanje o rjesˇavanju problema
• Poucˇavanje za rjesˇavanje problema
• Poucˇavanje putem rjesˇavanja problema.
2 Poucˇavanje o rjesˇavanju problema
Poucˇavanje o rjesˇavanju problema je fokusirano na korake i strategije poucˇavanja.
Problemi su zadaci za vjezˇbanje strategija. Ovaj pristup ukljucˇuje poucˇavanje
ucˇenika kako rijesˇiti problem, sˇto ukljucˇuje poucˇavanje procesa (razumjeti, izraditi
strategiju, implementirati, provjeriti) ili strategija za rjesˇavanje problema. Primjer
strategije je ”nacrtaj sliku” u kojoj ucˇenici koriste sliku ili dijagram u rjesˇavanju
problema. Poucˇavanje o rjesˇavanju problema mozˇe i trebalo bi biti dio sadrzˇaja
poucˇavanja, ali zahtijeva vrijeme koje moramo posvetiti poucˇavanju ucˇenika vezano
uz proces i strategije rjesˇavanja problema.
2.1 Rjesˇavanje problema u cˇetiri koraka
Ucˇenici trebaju realne, otvorene probleme jer oni nude moguc´nost otkrivanja bit-
nog matematicˇkog sadrzˇaja. Problem je situacija za koju se ne mozˇe odmah nac´i
rjesˇenje ili neka poznata strategija. Ako je odgovor vec´ poznat, nema problema.
Ako je procedura poznata, rjesˇenje ukljucˇuje zamjenu informacije u poznati pro-
ces. Ako su nepoznati i odgovor i procedura, ucˇenici trebaju tehnike za rjesˇavanje
problema. George Polya, poznati matematicˇar, u svojoj knjizi ’Kako to rijesˇiti’
sugerira rjesˇavanje problema u cˇetiri koraka. Eksplicitno poucˇavanje ovih koraka
mozˇe poboljˇsati sposobnost ucˇenika da razmiˇsljaju matematicˇki. Ova opc´a stra-
tegija ili organizator zvana heuristika primjenjuje se za svo rjesˇavanje problema i
parira znanstvenoj metodi:
Znanstvena metoda
1. Razumjeti problem
82. Izvuc´i nacrt problema
3. Organizirati eksperiment ili promatranje
4. Prikupiti i analizirati podatke
5. Izvuc´i zakljucˇke
6. Interpretirati i procijeniti rjesˇenje.
1. Razumjeti problem. Prvo se moramo angazˇirati i shvatiti o cˇemu se radi u pro-
blemu te identificirati pitanje koje se namec´e vezano uz problem.
2. Napraviti plan. U ovoj fazi razmiˇsljamo o tome kako rijesˇiti problem. Hoc´emo li
napisati jednadzˇbu? Zˇelimo li modelirati problem s materijalima?
3. Provesti plan. To je implementacija nasˇe strategije tj. pristupa.
4. Provjeriti. Ova faza, mozˇda najvazˇnija, ali i ona koja se najviˇse izbjegava, je tre-
nutak u kojem odlucˇujemo odgovora li odgovor iz koraka 3 na problem postavljen
u koraku 1. Ima li nasˇ odgovor smisla? Ako nema, vratimo se natrag na korak 2
i odaberimo drugu strategiju za rjesˇavanje problema ili se vratimo na korak 3 ako
trebamo samo nesˇto popraviti unutar nasˇe strategije.
Polyaini koraci za rjesˇavanje problema
1. Identificirati problem ili pitanje
2. Predlozˇiti rjesˇenje (napraviti plan)
3. Provesti plan
4. Provjeriti i procijeniti.
Polyaini koraci rjesˇavanja problema su obicˇno ukljucˇeni u matematicˇke knjige
za osnovne sˇkole kao vodicˇ za rjesˇavanje problema za ucˇenike koji koriste izraze za
razumjeti, planirati, raditi i provjeriti. Ucˇenici koji su dobri u matematici imaju
stratesˇku kompetenciju (korak 2) i adaptivno razmiˇsljanje (korak 4). Polyaini koraci
se dalje prosˇiruju i objasˇnjavaju u Standardima za matematiku u praksi, ukljucˇujuc´i
apstraktno i kvantitativno razmiˇsljanje (koraci 2− 4), konstruiranje odrzˇivih argu-
menata (korak 3) te trazˇenje i izrazˇavanje regularnosti kod ponovnog razmiˇsljanja
(koraci 1 − 4). Ljepota Polyainog okvira je njena opc´enitost. Navedeni okvir se
mozˇe primijeniti i trebao bi se primijeniti na razlicˇite vrste problema, od jednostav-
nih zadataka racˇunanja do autenticˇnih problema i problema s viˇsestrukim koracima.
Kao sˇto je vec´ navedeno, bitno je zapamtiti da ova cˇetiri koraka ne treba poucˇavati
9izolirano, vec´ ih treba ukljucˇiti u ucˇenje matematicˇkih koncepata.
Kod problema u stvarnom zˇivotu, ucˇenici razmatraju razlicˇite strategije, do-
nose odluke o ucˇinkovitosti i razumnosti procesa i rjesˇavanja te donose zakljucˇke i
generaliziraju rezultate.
2.2 Jedanaest strategija za rjesˇavanje problema
Strategije za rjesˇavanje problema su metode koje mozˇemo identificirati prilikom
pristupanja zadatku, a koje su potpuno neovisne o odredenoj temi ili predmetu.
Ucˇenici odabiru ili dizajniraju strategiju za razvoj plana (Polyain korak 2). Kad
ucˇenici otkriju vazˇne ili posebno korisne strategije, treba identificirati i naznacˇiti
metodu o kojoj se mozˇe raspravljati. Oznacˇavanje strategije je korisno sredstvo
za ucˇenike jer mogu govoriti o svojim metodama, sˇto im, pak, mozˇe pomoc´i da
uspostave veze izmedu strategija i prezentacija. Strategije za rjesˇavanje problema
su ”alati” koje ucˇenici koriste za rjesˇavanje problema. Pomazˇu ucˇenicima razumjeti
problem, razvijati i implementirati planove i procijeniti razumnost svojih rjesˇenja.
Razum, komunikacija, prezentiranje i povezivanje su ukljucˇeni kad ucˇenici rijesˇe
problem.
Mnoge su sposobnosti procesuiranja potrebnog u matematici slicˇne sposob-
nostima cˇitanja, a kod zajednicˇkog poucˇavanja, oni samo ucˇvrsˇc´uju jedno drugo.
Ucˇenici razvijaju i definiraju strategije tijekom rjesˇavanja razlicˇitih problema,
ukljucˇujuc´i nerutinske, otvorene i razlicˇite situacije. Repertoar strategija omoguc´uje
da te strategije koriste na fleksibilan nacˇin za pristup novim situacijama. No, ne
bismo smjeli ucˇenicima nuditi strategije koje c´e im pokazati kako rijesˇiti problem.
Umjesto toga trebamo postaviti problem koji se sam oslanja na strategiju koju zˇelimo
da ucˇenici razviju. Na taj nacˇin c´emo omoguc´iti ucˇenicima da rijesˇe problem na
nacˇin koji ima najviˇse smisla i koji najbolje odrazˇava njihovo vlastito razmiˇsljanje.
Iduc´ih je jedanaest strategija za rjesˇavanje problema ili alata bitno za ucˇenike os-
novnih sˇkola:
1. Pronadi i koristi uzorak: ucˇenici identificiraju i prosˇiruju uzorak za
rjesˇavanje problema.
2. Glumi: glumec´i problem ucˇenici razumijevaju problem i sastavljaju plan
rjesˇavanja.
3. Napravi model: ucˇenici koriste objekte za predstavljanje situacije.
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4. Napravi sliku ili dijagram: ucˇenici pokazuju sˇto se dogada u problemu
putem slike ili dijagrama.
5. Napravi tablicu i/ili grafikon: ucˇenici organiziraju i arhiviraju podatke u
tablici ili graficˇkom prikazu. Vjerojatnije je da c´e nac´i uzorak ili uocˇiti veze ako je
problem vizualno prikazan.
6. Napiˇsi matematicˇku recˇenicu: ako problem ukljucˇuje brojne operacije,
strategije cˇesto vode do matematicˇke recˇenice ili izrazˇavanja odnosa s brojevima ili
simbolima.
7. Pogodi i provjeri ili metoda pokusˇaja i pogresˇaka: istrazˇujuc´i razlicˇita
moguc´a rjesˇenja, ucˇenici otkrivaju sˇto funkcionira, a sˇto ne. Cˇak i kad potencijalno
rjesˇenje ne funkcionira, mozˇe dati naznake za druge moguc´nosti ili pomoc´i
ucˇenicima da razumiju problem.
8. Ukljucˇi sve moguc´nosti. Ucˇenici sustavno stvaraju niz rjesˇenja i pronalaze
ona koja zadovoljavaju zahtjeve situacije.
9. Rijesˇi jednostavniji problem ili razlomi problem u dijelove. Ako je
problem prevelik ili preslozˇen, ucˇenici mogu smanjiti problem ili ga razlomiti u
dijelove radi laksˇeg upravljanja.
10. Pocˇni unatrag: ako prvo razmotrite cilj, problem mozˇe izgledati laksˇi. Ako
ucˇenici zapocˇnu s krajem u mislima, to im mozˇe pomoc´i da razviju strategiju koja
vodi k rjesˇenju, ali odostraga.
11. Prelomi skup ili promijeni stajaliˇste: ako strategija ne funkcionira, ucˇenici
trebaju fleksibilno razmiˇsljati. Mozˇda c´e biti potrebno napustiti to sˇto rade i
probati nesˇto drugo ili razmiˇsljati o problemu na posve drugi nacˇin.
Ovih jedanaest strategija su alati za razumijevanje, organizaciju, implementi-
ranje i komunikaciju problema, rjesˇenja i matematicˇkih koncepata. Jedna strategija
mozˇe voditi do rjesˇenja, ali obicˇno je potrebna kombinacija strategija. Brojni mate-
maticˇki udzˇbenici i knjige ukljucˇuju izvrsne zadatke za razvoj strategije. Medutim,
strategija je sredstvo, a ne cilj rjesˇavanja problema.
2.3 Pronadi i koristi uzorak
Zˇivimo u svijetu punom uzoraka u umjetnosti, arhitekturi, glazbi, prirodi (Slika 1),
dizajnu i ljudskom ponasˇanju. Uzorci su opc´enito definirani kao ponavljanje sekvenci
objekata, akcija, zvukova ili simbola. Uzorci mogu, takoder, ukljucˇivati varijacije
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ili anomalije jer nisu savrsˇeni. Uzorci su povezani s ocˇekivanjima i predvidanjima.
Ako se nesˇto vec´ prije dogodilo, ljudi ocˇekuju da c´e se to i ponoviti. Novost je kad
se nesˇto neocˇekivano dogodi. Uzorci mogu biti jednostavni ili slozˇeni, stvarni ili
apstraktni, vizualni ili slusˇni. Prepoznavanje i koriˇstenje uzoraka je bitna ljudska
sposobnost razmiˇsljanja. Iz takvih primjera ucˇenja na uzorcima u prirodi mogu ucˇiti
i djeca najmanjeg uzrasta jer je to prirodan nacˇin napredovanja u ucˇenju.
Slika 1: Primjer uzorka u prirodi - suncokret
Bez sposobnosti da pronadu i koriste uzorke za organizaciju svijeta, ljudi bi
zˇivjeli u potpunom kaosu. Djeca stvaraju uzorke na temelju boja sa zajednicˇkim
manipulativima: blokovi uzorka, obojane plocˇice, poveznice i viˇsestruko povezane
kocke. Primjeri obrazaca sluzˇe djeci kao uzorci iz kojih oni ucˇe od jednostavnijih do
slozˇenijih uzoraka s tri ili cˇetiri elementa (Slika 2). Ucˇenici spajaju uzorke, cˇitaju
uzorke boja i prosˇiruju ih:
Slika 2: Obrasci za uzorak
Crveno plavo, crveno, plavo, crveno, plavo ...
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Zˇuto, zeleno, zeleno, zˇuto, zeleno, zeleno ...
Plavo, zeleno, zˇuto, plavo, zeleno, crveno, plavo, zeleno zˇuto ...
Djeca mogu sama pronac´i i napraviti ostale uzorke. Mogu se sami organizirati
po vrsti cipela, boji ocˇiju ili polozˇajima:
Sandale, tenisice, sandale, tenisice ...
Smede, plavo, zeleno, smede, plavo , zeleno ...
Sjedi, stoji, sjedi, stoji, sjedi, stoji ...
Ucˇitelji bi trebali, umjesto ogranicˇavanja na jedan ili dva primjera, prezentirati
niz uzoraka razlicˇitih vrsta i pitati ucˇenike da ih pronadu i prosˇire. Kako ucˇenici
pocˇinju razumijevati uzorke, pocˇinju stvarati i svoje vlastite uzorke koji demons-
triraju upravo to razumijevanje. Razumijevanje uzoraka je temeljna sposobnost za
algebru i algebarsko razmiˇsljanje. Ucˇenici srednjih sˇkola rade s uzorcima i nizovima
koji se povec´avaju, smanjuju i preklapaju na slozˇenije nacˇine nego uzorci koje koriste
mladi ucˇenici. Slozˇeniji uzorci mogu se nac´i u vezama medu brojevima. Na slici 2
je prikazano kako se brojanje niza kvadratic´a u geometrijskom dizajnu pretvara u
uzorak s algebarskim implikacijama. Djeca u osnovnoj sˇkoli broje i trazˇe uzorke.
Starija djeca koriste uzorke za stvaranje pravila ili matematicˇkog izraza. Ako pocˇnu
s jednostavnijim uzorcima i napreduju prema slozˇenijim, ucˇenici mogu naucˇiti koliko
su uzorci moc´na sposobnost razmiˇsljanja pri rjesˇavanju problema. Ucˇenje o uzor-
cima nije ogranicˇeno na matematiku, vec´ je vezano i uz sˇkolske predmete. Kad se
djeca naucˇe igrati uzorcima s glazbenim instrumentima, razvijaju sposobnosti koje
se koriste kod cˇitanja recˇenica i rijecˇi. Rimovanje rijecˇi, kratki i dugi samoglasnici,
prefiksi i sufiksi su bitan uzorak u cˇitanju. Znanost je cˇesto pisana kao studija uzo-
raka u prirodnom svijetu. Ucˇenici otkrivaju uzorke u liˇsc´u biljaka, promatranjem
pretvaranja punoglavca u zˇabu te u kemijskim reakcijama octa i razlicˇitih stijena.
Josˇ jedan primjer aktivnosti s uzorkom je uzorak s ljudima. Mozˇemo pozvati
ucˇenike da se raspodijele prema spolu i odjec´i:
Djecˇak-djevojcˇica, djecˇak-djevojcˇica ...
Tenisice, kozˇne cipele, tenisice, kozˇne cipele ...
Tamna kosa, svijetla kosa, tamna kosa, svijetla kosa ...
Mozˇemo navesti djecu da uocˇe uzorak (tamna kosa, svijetla kosa, tamna kosa ...) te
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ih pitati sˇto je sljedec´e i pustiti da se slozˇe prema uzorku. Treba im dopustiti da
sugeriraju druge uzorke.
Neka se ucˇenici pridruzˇe kad shvate uzorak. Klimnite glavom za pauzu sˇto je do-
bro za zadrzˇavanje ritma. Neka ucˇenici drzˇe kartice s oznakama za karakteristike i
mozˇemo ponovno procˇitati uzorak.
Djecˇak, djevojcˇica, djecˇak, djevojcˇica, djecˇak, djevojcˇica
Kada zamijenimo oznake slovima, dobit c´emo:
B G B G B G
Djeca mogu smisliti uzorke s kockama, dugmadima, ili drugima materijalima.
2.4 Odglumi
U strategiji glume djeca dramatiziraju ili simuliraju problem sˇto im pomazˇe pri
razumijevanju i stvaranju plana radnji. Ako je situacija odglumljena s dostupnim
argumentima, rjesˇenje je cˇesto ocˇigledno. Nova matematicˇka operacija, kao sˇto je
oduzimanje, prezentirana je kroz pricˇu, kao sˇto ovdje vidimo:
Ivan ima sedam banana. Daje tri banane Marti.
Slika 3: Oduzimanje
Marija je prikupila 16 kartica nogometnih igracˇa. Prodala je cˇetiri kartice
Marku.
Djeca se mogu mijenjati dok glume pricˇu i razgovarati o rezultatima radnje.
Nakon sˇto odglume nekoliko pricˇa, mogu odabrati svoje vlastite pricˇe i odglumiti ih.
Radnja oduzimanja se razvija tijekom postavljanja problema, a rjesˇenje je prezen-
tirano s objektima, putem akcija, sa slikama i, na kraju, s recˇenicama koje sadrzˇe
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Slika 4: Oduzimanje
brojeve. U nizu neformalnih aktivnosti mozˇemo pozvati ucˇenike da odglume mate-
maticˇke situacije. Djeca mogu kupovati u razrednoj trgovini napunjenoj hranom i
proizvodima za kuc´anstvo. Igranje uloga sluzˇi kao poticaj za istrazˇivanje i projekte.
Josˇ jedan vrlo zanimljiv primjer je primjer plac´anja.
Zadatak je sljedec´i: Ponuden vam je posao, mozˇete odabrati kako c´ete primiti plac´u.
5250 kn mjesecˇno ili 10 kn prvi dan, 20 kn drugi dan, 40 kn trec´i dan, 80 kn cˇetvrti
dan i dvostruko za svaki radni dan u mjesecu. Koji posao biste uzeli? Zasˇto? Pitajte
ucˇenike da predvide sˇto je viˇse: 5250 kn ili dupliciranje plac´e 20 radnih dana. Neka
ucˇenici izbroje 5250 kn s novcem za igru. Onda neka odigraju plac´anje 10 kn prvi
dan, 20 kn drugi dan itd. Ispiˇsite kalendar tekuc´eg mjeseca za ucˇenike na kojem c´e
zabiljezˇiti iznos zaradenog novca svaki dan u tjednu i idite do kraja.
Igre kao sˇto je monopoli, ukljucˇuju glumu koja razvija sposobnosti razmiˇsljanja
i strategija. U prethodnom primjeru, ucˇenici mogu odigrati dva scenarija vezana uz
plac´anje. Isto tako mogu geometrijski istrazˇiti napredak udvostrucˇavanja. Gluma
situacije i prezentiranje rezultata pisanim putem i putem simbola poboljˇsava alge-
barsko razmiˇsljanje jer ucˇenici mogu vidjeti uzorke koji proizlaze iz onog sˇto rade.
2.5 Napravi model
Rad s manipulativima (olovke, medvjedi, plasticˇne perlice) mozˇe izazvati interes za
nove teme i pomoc´i ucˇenicima da sami osmisle svoj koncept razumijevanja. Za manju
djecu je bolje koristiti realne materijale. Plasticˇne zˇivotinje su ocˇigledni modeli u
pricˇi o zˇivotinjama. Nakon niza iskustava u rjesˇavanju problema, ucˇenici shvac´aju
da zˇivotinje i ostali stvarni objekti mogu biti prezentirani pomoc´u kocaka, plocˇica
ili sˇtapic´a. Manipulativi se mogu lako preorganizirati kako bi prikazali radnju u
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pricˇi. Pokazuju pocˇetak i kraj situacije kroz aranzˇman. Modeli navode ucˇenike da
iskusˇaju razlicˇita rjesˇenja bez razmiˇsljanja o neuspjehu.
2.6 Napravi sliku ili dijagram
Slike i dijagrami imaju iste prednosti kao i modeli pri vizualizaciji problema i
razmiˇsljanja o objasˇnjenju. Medutim, ucˇitelji ne smiju dozvoliti ucˇenicima da se
izgube u crtezˇima koji su preopsˇirni ili s previˇse detalja. Svrha crtezˇa je ilustrirati
situacijski problem. Djeca bi se trebala osjec´ati bolje uz ”umjetnost matematike”
nego uz to da pokusˇaju ucˇiniti da nesˇto izgleda realno. Markeri, naljepnice, kru-
govi, trokuti i cˇrcˇkarije mogu prezentirati situacije jednostavno i brzo. Pecˇati sa
zˇivotinjama, oblici, cvijec´e i drugi dizajn mogu isto tako ilustrirati problem i smanjiti
vrijeme potrebno za crtanje. Sˇto djeca viˇse sazrijevaju u razmiˇsljanju, numericˇki i
drugi simbolicˇni izrazi mogu zamijeniti modele, slike i dijagrame. Oznacˇavanje dija-
grama olaksˇava recˇenice s brojevima i rjesˇenje. Vennovi dijagrami pomazˇu ucˇenicima
vizualizirati situaciju u kojoj su bitni klasifikacija i pripadanje grupi.
Na primjer: John i Joe imaju ukupno 12 pasa. Imaju cˇetiri zajednicˇka psa, s tim
da John sam ima tri psa. Koliko pasa ima Joe?
Slika 5: Vennovi dijagrami
Saznanje da djecˇaci imaju ukupno 12 pasa i da John ima tri psa i dijeli vlasniˇstvo
za 4 psa omoguc´uje iscrtavanje Vennovog dijagrama i pisanje brojki: 12 − 7 = 5.
Sˇto je odnos slozˇeniji, Vennovi dijagrami su bitniji za razumijevanje problema i pro-
nalazˇenje odgovora kao sˇto je prikazano pitanjem sljedec´im pitanjem. Viˇse od 90
posto ucˇenika bilo je uspjesˇno u tome.
Koji dijagram odgovara podacima iz sljedec´e tablice?
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Slika 6: Tablica s podacima
Slika 7: Vennovi dijagrami
Lako mozˇemo uocˇiti da je rjesˇenje ovog problema slika pod A.
2.7 Napravi tablicu i/ili grafikon
Naucˇiti kako napraviti tablicu ili grafikon istovremeno je strategija rjesˇavanja pro-
blema i matematicˇkog sadrzˇaja. Koncepti i sposobnosti povezani s prikupljanjem
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podataka, analizom i prikazom omoguc´uju ucˇenicima da organiziraju i interpretiraju
informacije iz problema. Biljezˇenje podataka daje vizualan prikaz tako da ucˇenici
mogu vidjeti koju informaciju su prikupili. Mogu potrazˇiti uzorke i veze. Brojni pri-
mjeri drugih strategija rjesˇavanja problema ukljucˇuju izradu tablice radi biljezˇenja
rezultata strategije modeliranja ili trazˇenja uzorka. Tablice i grafikoni stvaraju veze,
promjene i trendove koji su ocˇitiji, tako da ucˇenici mogu pronac´i uzorak za inter-
pretaciju.
2.8 Napiˇsi matematicˇki zadatak rijecˇima
Prilikom rjesˇavanja problema ucˇenici komuniciraju i prezentiraju svoje razmiˇsljanje
putem modeliranja, glume, crtanja i pisanja. Rijecˇi opisuju situacijski problem kao
i brojke.
Na primjer: Natasˇa ima cˇetiri jabuke i pet narancˇi. Ima ukupno devet komada voc´a.
4 jabuke + 5 narancˇi = 9 komada voc´a
4 + 5 = 9
Kao sˇto se vidi iz navedenih primjera, zadatak s rijecˇima razvijen iz modela, crtezˇa
i odglumljenih problema sazˇima situacijski problem. Cˇak i kad je racˇunanje rutina
ili je odgovor ocˇigledan, sposobnost pisanja jednadzˇbi je veoma bitna.
Pisanje jednadzˇbi je vazˇno kad ucˇenici ucˇe o operacijama zbrajanja, oduzima-
nja, mnozˇenja i dijeljenja. Kada se ucˇi mnozˇenje, na primjer pricˇa sa zbrajanjem
predstavlja temelj razumijevanja mnozˇenja i njegove prezentacije u jednadzˇbi.
Pisanje jednadzˇbi je takoder bitno za pokazivanje dijeljenja kao ponovljenog oduzi-
manja. Ucˇenici mogu modelirati ponovljeno oduzimanje s kovanicama i vidjeti kako
je dijeljenje povezano s oduzimanjem.
Ana je imala 14 kn. Potrosˇila je 2.10 kn za svaku gumicu. Koliko gumica je
kupila?
14− 2.10− 2.10− 2.10− 2.10− 2.10− 2.10 = 1.4
14 podijeljeno s 2.10 je 6 gumica i ostatak 1.4 kn.
Ucˇenici obicˇno piˇsu svoje vlastite jednadzˇbe za rjesˇavanje problema, a ne elimi-
niraju jednadzˇbe kao sˇto je napravljeno u testnom primjerku. Kalkulatori omoguc´avaju
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ucˇenicima da se usredotocˇe na problem, a ne na izracˇunavanje kad usporeduju ne-
koliko moguc´ih odgovora. U sljedec´em primjeru neki od ucˇenika usredotocˇit c´e se
na moguc´nost novcˇane otplate, a drugi na vrijeme potrebno za otplatu.
Primjer: Novi automobil je oglasˇen u novinama za 118 300 kn.
Koliko c´e Ivan platiti svaki mjesec sljedec´ih 36 mjeseci bez predujma i kamata?
118300 : 36 = 3286.11
Ivan c´e svaki mjesec plac´ati 3286 kn naredne 3 godine.
2.9 Pogodi i provjeri, metoda pokusˇaja i pogresˇaka (metoda
uzastopnih priblizˇavanja)
Pogodi i provjeri, poznato kao i metoda pokusˇaja i pogresˇaka je opc´enita metoda
rjesˇavanja problema prema kojoj se s nekoliko moguc´ih rjesˇenja pokusˇava rijesˇiti
glavni problem. Umjesto da se odmah krene na ispravan odgovor, ucˇenici proma-
traju sˇto funkcionira, a sˇto ne. Cˇak i ako pokusˇaji ne dovedu do odgovora, cˇesto
daju tragove prema rjesˇenju. Prilikom drugog ili trec´eg pokusˇaja, ucˇenici mogu
pronac´i uzorak koji vodi do zˇeljenog rezultata. Koristec´i kalkulator ucˇenici u raz-
redu ispituju nekoliko rezultata.
Dva broja zajedno pomnozˇena daju 144. Kada je vec´i broj podijeljen s manjim,
kolicˇnik je 4.
Primjer iz ucˇionice:
Klara: ”Znam 12 · 12 je 144.”
Ana: ”Ali 12 podijeljeno s 12 je 1, tako da dva broja ne mogu biti 12 i 12”.
Josip: ”Ja sam pomnozˇio 4 i 36 i dobio 144.”
Luka: ”Ali 36 podijeljeno s 4 daje 9, ne 4.”
Jelena: ”Idemo napraviti tablicu tako da mozˇemo vidjeti brojeve koje smo pokusˇali”.
Lovro: ”Koji broj je izmedu 12 i 4? Mislim da c´e morati biti parni ako zˇelimo dobiti
parni broj. Pokusˇajmo sa 6 i 8”.
Klara: ”Ako podijeliˇs 144 sa 6 dobijesˇ 24.”
Ana: ”To je to! Dvadeset cˇetiri podijeljeno sa sˇest je cˇetiri. Funkcionira li to i s 8?”
Lovro: ”Napravio sam drugu slagalicu. Dva broja pomnozˇena zajedno su 180, a
razlika izmedu njih je 3.”
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Slika 8: Tablica
U ovom slucˇaju ucˇenici su prepoznali da c´e im tablica pomoc´i organizirati po-
godi i provjeri rjesˇenja. Kad se ucˇitelji suzdrzˇavaju od trazˇenja rjesˇenja odmah,
poticˇu na razmiˇsljanje. Kod rjesˇavanja problema, ”vidi sˇto funkcionira” je dobra
strategija. Pogodi i provjeri ne znacˇi naslijepo pogadanje, vec´ podrazumijeva razu-
man izbor. Ako je predstavljena velika staklenka guma za zˇvakanje, ucˇenici mogu
pogadati od 100 do 1000000.
Slika 9: Gume za zˇvakanje
Velika staklenka s gumama za zˇvakanje nalazi se uz malu staklenku koja sadrzˇi
samo 50 guma za zˇvakanje. Ucˇenici usporeduju broj u manjoj staklenki s velicˇinom
vec´e staklenke, a onda unose svoje procjene u tablicu ili u svoj dnevnik: ”moja
procjena za broj zˇvakac´ih guma u velikoj staklenki je tolika i tolika zato sˇto (treba
objasniti razlog). ” Drugi pristup je izlozˇiti manju referentnu staklenku, nakon sˇto
su ucˇenici vec´ napravili procjene. Ucˇenici broje zˇvakac´e gume u referentnoj stak-
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lenki i prilagodavaju procjene. Originalne procjene mogu varirati od 100 do 5000,
ali nakon sˇto su izbrojali 133 u referentnoj staklenki, procjene mogu biti dosljednije
i tocˇnije, kao sˇto je od 800 do 1330. Koriˇstenje razuma je cilj procjene tako da bi
ucˇitelji trebali izbjec´i davanje nagrade za najbolju procjenu. Umjesto toga, trebaju
pomoc´i ucˇenicima identificirati rang dobrih procjena kao sˇto je od 1000− 1200.
Brojcˇane slagalice (Slika 10) takoder pozivaju na pogodi-provjeri razmiˇsljanje.
Na slici 10 brojeve od 0 do 8 treba poredati tako da su sume u svim retcima i
stupcima jednake 12. Na slici 11 su tako slozˇeni da je suma na svakoj strani kvadrata
11. Da bi rijesˇili slagalicu, ucˇenici pokusˇavaju nekoliko kombinacija brojeva. Ako
su brojke napisane na malom komadic´u papira, mogu se lako maknuti, sˇto brojcˇanu
slagalicu cˇini brzˇom i manje frustrirajuc´om. Pogresˇna kombinacija mozˇe zamesti
tragove prema ispravnom odgovoru. Nakon sˇto rijesˇe prvi niz slagalica, ucˇenici
pokusˇavaju vidjeti mogu li nac´i rjesˇenja za ostale sume kao sˇto su 10 ili 13.
a) Rasporedite brojeve od 0 do 8 u krugove tako da suma svakog retka i stupca
bude 12.
Slika 10: Slagalica
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b) Rasporedite brojeve od 1 do 8 u krugove tako da suma svakog retka i stupca
bude 11.
Slika 11: Slagalica s brojevima
2.10 Ukljucˇi sve moguc´nosti
Ukljucˇivanje svih moguc´nosti je strategija koja se cˇesto koristi s drugim strategi-
jama. Koriˇstenje ’pogodi i provjeri’ strategije mozˇe prirodno dovesti do organizira-
nog pristupa o tome sˇto funkcionira, a sˇto ne. Izrada tablice moguc´ih odgovora se
cˇesto koristi za identifikaciju uzorka ili veze, kao sˇto su bicikli, vozila ili kombinacije
kovanica. U prvim razredima ucˇenici modeliraju sve moguc´e iznose za 7 s kockama
(Slika 12). Kad napiˇsu sve svoje odgovore, uocˇavaju uzorak povec´avanja prvog broja
dok se drugi broj smanjuje.
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Slika 12: Moguc´e kombinacije broja 7
Put do sladoleda je, pak, druga situacija za pronalazˇenje moguc´nosti. Ako
trgovina prodaje cˇetiri okusa sladoleda i tri preljeva, mozˇe li svako dijete u nogo-
metnom timu od 19 igracˇa dobiti razlicˇiti sladoled? Ovaj problem mozˇe biti rijesˇen
s modelom, crtezˇom, dijagramom, kao sˇto je prikazano na slici 13. Na slici 13 a),
na primjer, smedi papir predstavlja cˇokoladni preljev u obliku cˇetiri kruga, svaki
predstavlja drugi sladoled. Sladoled i kombinacije preljeva se mogu koristiti i za
ilustraciju multiplikacije ostalih proizvoda (slika 13 d)).
Slika 13: Moguc´e kombinacije sladoleda
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U sljedec´oj igri ucˇenici odreduju moguc´e pogotke bacanja s tri strelice pikada
u metu. Oznacˇi cilj s bodovima, kao sˇto je 9 za centar mete, 5 za srednji krug i 3
za vanjski krug. Neka ucˇenici igraju pikado i zapisuju bodove na papir s tri stupca
koji pokazuje brojke za skupljene bodove u svakom krugu bacanja. Nakon sˇto su
ucˇenici odigrali nekoliko igara, pitajte ih koliko je najviˇse bodova, a koliko najmanje.
Pitajte ih je li moguc´e da ukupan broj bodova bude 4, 9, 14, 15, 18 ili 20 ako su sve
tri strelice pogodile metu. Zamolite ih da razmisle postoji li uzorak koji im mozˇe
pomoc´i da odrede koji bodovi su moguc´i, a koji nemoguc´i. Recite im da naprave
popis svih moguc´ih kombinacija koristec´i bodovnu listu.
Slika 14: Pikado
Slika 15: Bodovna lista
Zatim mozˇemo promijeniti vrijednosti mete i broj strelica te trazˇiti od ucˇenika
da razmisle o najviˇse i najmanje moguc´im i nemoguc´im odgovorima.
2.11 Rijesˇi jednostavniji problem ili razlomi problem u di-
jelove
Neki problemi su prenaporni jer izgledaju slozˇeno ili sadrzˇe velike brojke. Razbijanje
slozˇenog problema u manje i jednostavnije dijelove bitan je dio strategije rjesˇavanja
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problema. Ponekad i zamjena manjih brojeva u problemu pomazˇe ucˇenicima ra-
zumjeti sˇto se u problemu dogada. Rjesˇavanje jednostavnijeg problema omoguc´uje
ucˇenicima da se pokrenu. Brojni realni problemi su rjesˇavani u dijelovima. Prilikom
mjerenja povrsˇine nepravilno oblikovane sobe za tepih, ucˇenici mogu izmjeriti dije-
love sobe i spojiti ih (Slika 16 a)). Povrsˇina kutije za zobene pahuljice (pravokutna
prizma) pronadena je dodavanjem svake pojedinacˇne povrsˇine (Slika 17). Mnoge
mentalne strategije racˇunanja temelje se na stavljanju slozˇenije kombinacije u laksˇi
izracˇun. Na primjer, ucˇitelj zˇeli da ucˇenici rade na mentalnim strategijama izracˇuna
za dodavanje devetki. Ako je 4567+999 pretesˇko kao prvi primjer, ucˇitelj mozˇe kre-
nuti s 47+9. Ucˇenici mogu pronac´i odgovor koristec´i brojevni pravac i brojec´i prema
56. Isto tako mogu ustanoviti da je dodavanje 47 + 10 jednostavnije za mentalno
racˇunanje, ali zbroj mora biti ispravljen oduzimanjem 1 da bi dobili 56. Krenite s
47 + 10, 323 + 100 ili 4567 + 1000, uzorak dodavanja laganog broja je utvrden prije
nego krenete raditi s 47 + 9, 323 + 9, ili 4567 + 999. Ucˇenje principa kompenzacije
dodavanjem i oduzimanjem s jednostavnim brojevima poticˇe racˇunanje napamet
vezano uz zbrajanje i oduzimanje u nizu situacija.
Slika 16: Povrsˇina sobe
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Slika 17: Povrsˇina kutije za zobene pahuljice
2.12 Pocˇni unatrag (metoda rjesˇavanja unatrag)
Razmiˇsljanje unatrag pomazˇe kad ucˇenici znaju rjesˇenje ili odgovor i pronalaze kom-
ponente. Neki ucˇitelji ukljucˇuju razmiˇsljanje unatrag u ”poznate” probleme. Ucˇenici
krenu s rjesˇenjem i razmiˇsljaju o informaciji koja bi dala rezultat. Edmundo ima
sedam ljubimaca, pasa i macˇaka. Ako ima pet pasa, koliko ima macˇaka? Djeca
mogu modelirati ili nacrtati sedam ljubimaca, identificirati pet pasa i uocˇiti da pos-
toje dvije macˇke koje nedostaju. Jednadzˇba je problem oduzimanja koja mozˇe biti
napisana u obliku dodavanja li oduzimanja.
Slika 18: Metoda rjesˇavanja unazad
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2.13 Prekini skup ili promijeni glediˇste
Kreativno razmiˇsljanje se vrlo cijeni u danasˇnjem promjenjivom svijetu. Ustrajnost
je bitna vrlina dobrih rjesˇavacˇa problema. Rjesˇavacˇi problema trebaju razumjeti kad
dodu u ”slijepu ulicu.” ”U slijepoj ulici” moraju promijeniti strategiju ili nacˇin na
koji razmiˇsljaju o problemu. Sposobnost probijanja starih percepcija i prihvac´anje
novih moguc´nosti je dovelo do brojnih tehnolosˇkih i prakticˇnih inovacija. Izumitelj
samoljepljivih papiric´a radio je na formuli za novo ljepilo, ali pronasˇao je ljepilo koje
basˇ nije dobro funkcioniralo. Umjesto da odbaci taj promasˇaj, razmislio je kako bi
to moglo biti korisno. Stavite devet tocˇaka na papiru u kvadratu 3 · 3. Spojite svih
devet tocˇaka s cˇetiri ravne linije, a da pri tome ne podignete olovku s papira. Nakon
nekoliko pokusˇaja, mozˇemo se slozˇiti da problem ne mozˇe biti rijesˇen. Medutim, kad
se linije prosˇire izvan vizualne kutije od devet tocˇaka, rjesˇenje nije tesˇko. Kad imate
odobrenje pokusˇati nesˇto van zadanih okvira otvaraju se nove moguc´nosti. Iskustvo
iz prosˇlosti mozˇe biti od pomoc´i ili nas ogranicˇiti. Biti fleksibilan je manje strategija,
a viˇse stanje uma koji mozˇe vidjeti alternativne moguc´nosti. U brojcˇanoj slagalici
(Slika 11), ucˇenici moraju premjestiti brojeve nekoliko puta da dobiju zbrojeve i po-
redaju brojeve na nacˇin koji funkcionira. Kad nadu ispravan broj, ucˇenici se mogu
opirati promjeni tog broja cˇak i kad je to potrebno za rjesˇavanje cijele slagalice.
Djeca su manje udubljena u svoje razmiˇsljanje i stoga imaju manje potesˇkoc´a s pro-
mjenom stajaliˇsta u usporedbi s odraslima koji su usredotocˇeni na svoje razmiˇsljanje.
I djeca i odrasli moraju naucˇiti postaviti si pitanje: ”Postoji li drugi nacˇin?” Na slici
19 kvadrati su nacrtani na krizˇaljci. Prvi kvadrat ima povrsˇinu 1. Drugi kvadrat
ima 4 jedinice. Izazov je nacrtati ostale kvadrate s povrsˇinama od dvije jedinice,
3 kvadratne jedinice, 4 kvadratne jedinice, 5 kvadratnih jedinica do 9 kvadratnih
jedinica. Da bi u tome uspjeli, ucˇenici moraju promijeniti svoje stajaliˇste i prepoz-
nati da kvadrati mogu biti nacrtani prema razlicˇitim orijentacijama i da za druge
brojeve, iako kvadrate, mozˇda ne postoji rjesˇenje.
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Slika 19: Resˇetke za slagalicu
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3 Poucˇavanje za rjesˇavanje problema
Ovakvo poucˇavanje bi moglo biti sazˇeto u razvijanje sposobnosti koje c´e kasnije
ucˇenicima omoguc´iti rjesˇavanje problema. Takvo poucˇavanje cˇesto krec´e s ucˇenjem
apstraktnog sadrzˇaja i lagano se krec´e prema problemima kao nacˇinu koriˇstenja
naucˇene sposobnosti. Na primjer, ucˇenici ucˇe algoritme za zbrajanje razlomaka
i kad to svladaju, rjesˇavaju probleme koji ukljucˇuju zbrajanje razlomaka. (Ovaj
pristup koristi se u brojnim udzˇbenicima).
Poucˇavanje za rjesˇavanje problema je, takoder, dio prakse poucˇavanja u mate-
matici poznat kao povijesni nacˇin poucˇavanja matematike. Ucˇitelj prezentira ma-
tematiku, a ucˇenici vjezˇbaju sposobnost i na satu rjesˇavaju zadatke s rijecˇima koji
zahtijevaju koriˇstenje te sposobnosti. Na zˇalost, ovakav pristup matematici se nije
pokazao uspjesˇnim za vec´inu ucˇenika vezano uz razumijevanje ili pamc´enje mate-
maticˇkih koncepata. Zato ucˇitelji za rjesˇavanje problema trazˇe sljedec´e: svi ucˇenici
nuzˇno moraju imati prethodno znanje da bi razumjeli objasˇnjenja ucˇitelja, sˇto je
rijetko, ako i uopc´e, slucˇaj. Obicˇno ucˇitelj prezentira jedan nacˇin rada s proble-
mom/procedurom, sˇto, vjerojatno, nec´e imati puno smisla za brojne ucˇenike i sˇto je
nedostatak za ucˇenike koji bi to mogli rijesˇiti drugacˇije. Ucˇitelji mogu porucˇiti da
postoji samo jedan nacˇin rjesˇavanja problema, a to pogresˇno interpretira cjelokupnu
matematiku i onemoguc´uje ucˇenicima da nesˇto prirodno pokusˇaju napraviti na svoj
nacˇin. Takav nacˇin stavlja ucˇenika u pasivni polozˇaj koji ovisi o idejama ucˇitelja, a
ne u polozˇaj neovisne osobe koja razmiˇslja i koja ima sposobnosti i odgovornosti da
rijesˇi problem. Odvaja sposobnosti ucˇenja i koncepata kod rjesˇavanja problema, sˇto
ne poboljˇsava samo ucˇenje. Smanjuje vjerojatnost da c´e ucˇenik pokusˇati rijesˇiti novi
problem bez eksplicitnih uputa kako ga rijesˇiti. Ali upravo je to ono sˇto matematika
i jest - razmiˇsljanje o pristupu rjesˇavanja problema.
Neki ucˇitelji smatraju da je najkorisniji pristup ako pokazˇu ucˇenicima kako
rijesˇiti problem, sprjecˇavajuc´i muku i sˇtedec´i vrijeme. Medutim, upravo muka vodi
do ucˇenja tako da se ucˇitelji moraju oduprijeti prirodnom nagonu da skrate muku.
Najbolji nacˇin da pomognemo ucˇenicima je da ne pomognemo previˇse. Ukratko,
poucˇavanje za rjesˇavanje problema, posebno modeliranje i objasˇnjavanje strategije
kako rijesˇiti problem, mozˇe ucˇiniti da ucˇenici budu josˇ gori u rjesˇavanju problema
u matematici, umjesto bolji. Ucˇenici ucˇe matematiku kao rezultat rjesˇavanja pro-
blema. Matematicˇke ideje su rezultat iskustva u rjesˇavanju problema, a ne elemenata
koji moraju biti naucˇeni prije rjesˇavanja problema. Sˇtoviˇse, proces rjesˇavanja pro-
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blema je potpuno prepleten s ucˇenjem. Djeca ucˇe matematiku radec´i matematiku,
a kad rade matematiku, onda je i ucˇe ([5]). Ucˇenje radom ili poucˇavanje putem
rjesˇavanja problema zahtijeva promjenu paradigme, sˇto znacˇi da ucˇitelj mijenja viˇse
stvari vezano uz poucˇavanje. Mijenja svoju filozofiju razmiˇsljanja o tome kako misli
da djeca ucˇe i kako im ona mogu najbolje pomoc´i. Na prvi pogled mozˇe se cˇiniti
da je uloga ucˇitelja manje zahtjevna jer ucˇenici sami rade matematiku, ali uloga
ucˇitelja u takvim razredima je, zapravo, vrlo zahtjevna.
Primjer: Nacrtaj pravokutnik kojemu je opseg 30 cm.
Ucˇitelj na pocˇetku pita ucˇenike sˇto je zadano u zadatku, a sˇto se trazˇi. Kada do-
bije odgovor da se treba nacrtati pravokutnik, upuc´uje ucˇenike na pitanje sˇto sve
trebaju znati da bi nacrtali pravokutnik. Nakon sˇto ucˇenici uvide da im trebaju
duljine stranica pravokutnika, navodi ih na formulu za opseg tj. postavlja pitanje
znaju li definiciju opsega tj. sˇto povezuje stranice i opseg pravokutnika. Nakon sˇto
ucˇenici uvrste poznate elemente u formulu za opseg pravokutnika dobiju
30 = 2(a+ b) tj. 15 = a+ b.
Ucˇitelj dalje pita ucˇenike mogu li u tom trenutku doc´i do rjesˇenja. Koja dva broja
zbrojena daju 15? Neki ucˇenici su za rjesˇenje stranica pravokutnika dobili da je a
= 10 cm, b = 5 cm te nacrtali takav pravokutnik. Ucˇitelj diskutira s ucˇenicima
mozˇe li se dobiti drugacˇije rjesˇenje? Drugi su dobili rjesˇenje a = 8 cm, b = 7 cm,
zatim a = 12 cm, b = 3 cm itd. Vazˇno je uocˇiti da ima viˇse razlicˇitih rjesˇenja jer
ima viˇse razlicˇitih brojeva koji u zbroju daju 15. Cilj rjesˇavanja ovakvih zadataka
je da ucˇenici shvate da postoji viˇse razlicˇitih rjesˇenja i zasˇto. Ovakva ucˇiteljeva
uloga u razredu je kljucˇna jer navodi ucˇenike na ispravno razmiˇsljanje pri rjesˇavanju
problema.
Ucˇitelji moraju odabrati vrlo kvalitetne zadatke koji c´e omoguc´iti ucˇenicima da
naucˇe sadrzˇaj razmiˇsljajuc´i o svojim vlastitim strategijama i rjesˇenjima. Ucˇitelji
moraju postavljati dobro sastavljena pitanja koja omoguc´uju ucˇenicima da verifi-
ciraju i s tim povezˇu svoje strategije. Ucˇitelji moraju slusˇati odgovore ucˇenika i
pratiti njihov rad te u odredenom trenutku odlucˇiti kako prosˇiriti ili formalizirati
razmiˇsljanje ucˇenika.
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4 Poucˇavanje putem rjesˇavanja problema
Ovaj pristup opc´enito znacˇi da ucˇenici ucˇe matematiku koriˇstenjem stvarnog sadrzˇaja,
problema, situacija i modela. Ti konteksti i modeli omoguc´uju studentima stvaranje
znacˇenja za koncepte tako da se mogu baviti i apstraktnim konceptima. Poucˇavanje
putem rjesˇavanja problema mozˇe se opisati kao nesˇto obrnuto od poucˇavanja za
rjesˇavanje problema - s problemima prezentiranim na pocˇetku predavanja i sposob-
nostima koje se javljaju tijekom rada na problemu. Na primjer, kod istrazˇivanja
situacije kombiniranja 1/2 i 1/3 vrpce kako bi se odredila ukupna duzˇina vrpce,
ucˇenici c´e biti navedeni da sami otkriju proceduru za dodavanje razlomaka. Mate-
maticˇki koncepti i procedure se najbolje poucˇavaju putem rjesˇavanja problema. U
sazˇetku pregleda istrazˇivanja, Cai ([5], str. 33.) objasˇnjava da postoje dvije uloge
ucˇinkovite implementacije poucˇavanja putem rjesˇavanja problema, a to su odabir
zadataka i upravljanje tijekom sata u razredu o cˇemu c´e biti govora u daljnjem
tekstu.
4.1 Sˇto je problem?
Ucˇitelji mogu, i trebali bi, postavljati zadatke ili probleme koji navode ucˇenike na
razmiˇsljanje i na razvijanje daljnjih znanja za rjesˇavanje problema u matematici.
Pokusˇajmo ispitati zasˇto ovaj pristup bolje podrzˇava ucˇenje. Kao sˇto je navedeno,
dva nacˇina podrsˇke navedena u istrazˇivanju za razvoj konceptualnog razumijevanja
ukljucˇuju ucˇenike u produktivnu borbu i cˇine odnose eksplicitnima. Odabir pro-
blema koji c´e to omoguc´iti je vrlo bitan za ucˇinkovito poucˇavanje. Problem je ovdje
definiran kao bilo koji zadatak ili aktivnost za koju ucˇenici nemaju propisana ili
upamc´ena pravila ili metode, niti je u njihovoj percepciji ”tocˇno” rjesˇenje. Napomi-
njemo da problem mozˇe, i ne mora, sadrzˇavati rijecˇi. Zadatak s rijecˇima mozˇe biti
”rutina” tako da ucˇenici odmah mogu rec´i radi li se o mnozˇenju, dijeljenju, zbraja-
nju ili oduzimanju. Takoder, zadatak s rijecˇima mozˇe biti ”izvan rutine”, sˇto znacˇi
da ne mogu inicijalno znati kako rijesˇiti problem. Jednadzˇba bez zadatka s rijecˇima
ili, cˇak, bez i jedne rijecˇi mozˇe biti problematicˇna i izvan rutine. Razmotrite sljedec´e:
10+−= 4+ (3 +−)
Popunite praznine tako da jednadzˇba bude tocˇna.
Pronadite razlicˇite parove brojeva koji jednadzˇbu cˇine tocˇnom. Koji je odnos izmedu
dva broja za svako tocˇno rjesˇenje? Zasˇto?
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Ovaj problem je ”izvan rutine”, ukoliko ucˇenici, kad ga prvi put procˇitaju, ne
znaju kako pronac´i odgovor.
4.2 Obiljezˇja problema
Da bi problem bio ”problem”, ucˇenik ga mora smatrati problematicˇnim. Sljedec´a
obiljezˇja problema mogu se koristiti kao vodicˇ pri procjeni je li zadatak uistinu i
problem.
Da bi zadatak ujedno bio i pravi, primjereni problem, on mora imati polaziˇste
na trenutno ucˇenicˇkom znanju. Dizajn ili odabir zadatka mora uzeti u obzir tre-
nutno razumijevanje ucˇenika. Trebaju imati odgovarajuc´e ideje za rjesˇavanje pro-
blema, a istovremeno ga smatrati izazovnim ili interesantnim. Problematicˇni ili
angazˇirajuc´i aspekt problema mora postojati zbog matematike koju ucˇenici moraju
naucˇiti. Angazˇirajuc´i konteksti su bitni ako zˇelimo da ucˇenici matematiku shvate
smisleno. No, kontekst nije zˇariˇste, ali sadrzˇaj jest. Dobar problem ima interesantnu
matematiku. Prethodni primjer je interesantan i angazˇirajuc´i jer se ucˇenici mogu
igrati brojkama i otkriti da uvijek postoji razlika od tri izmedu dvije vrijednosti.
Mora zahtijevati opravdanje i objasˇnjenje odgovora i metoda. Kod dobrog pro-
blema ni postupak ni odgovor nisu jednoznacˇno odredeni, tako da je opravdanje
srediˇsnji dio zadatka. Ucˇenici moraju shvatiti da je za odredivanje tocˇnosti odgo-
vora i zasˇto je taj odgovor tocˇan, odgovornost samo njihova kao proizvod njihovog
matematicˇkog razmiˇsljanja. Tako se razvija matematicˇka sposobnost razmiˇsljanja!
Kod poucˇavanja putem rjesˇavanja problema, problemi (zadatci ili aktivnosti) su
sredstvo za ucˇenje zˇeljenog sadrzˇaja. Tako nastaje potreba ukljucˇivanja tri ranije
navedena obiljezˇja od srediˇsnje vazˇnosti u postavljanje smislenosti ucˇenja, u kojoj
se ucˇenici mogu angazˇirati i dati matematici smisao.
4.3 Primjeri problema
Ucˇenici mogu razviti konceptualno i proceduralno znanje putem rjesˇavanja pro-
blema. Prva dva primjera koja ovdje navodimo se fokusiraju na koncepte, a druga
dva na procedure.
Koncepti se razvijaju nadogradnjom onih koncepata koje ucˇenici vec´ znaju.
Ako krenemo od tamo gdje su ucˇenici (odnosno od onoga sˇto vec´ razumiju), a onda
pocˇnemo koristiti problematicˇne i angazˇirajuc´e zadatke vezano uz novi koncept,
32
ucˇenici mogu razviti nove koncepte. Opravdanjem i objasˇnjenjem ove ideje postaju
solidne i povezane s drugim konceptima. Navedimo nekoliko primjera.
Koncept: Odvajanje
Razmislite o 6 zdjela pahuljica koje se nalaze na dva razlicˇita stola. Nacrtajte
sliku i pokazˇite kako bi tih sˇest zdjela moglo biti raspodijeljeno na dva stola. Ima li
viˇse od jednog nacˇina? Koliko po vasˇem miˇsljenju ima nacˇina?
U vrtic´u mozˇemo od djece trazˇiti da jednostavno pronadu jedan ili dva nacˇina za to.
U prvom ili drugom razredu, ucˇitelj mozˇe ocˇekivati od djece da pronadu sve kom-
binacije i da objasne kako znaju da su pronasˇli sve nacˇine. U razgovoru u razredu
nakon rada na zadatku, ucˇenici c´e, vjerojatno, razviti ispravan proces popisivanja
svih nacˇina. Kako prva tablica ide od 0 do 6 zdjela, druga tablica pocˇinje sa 6 i
smanjuje se po jedan do 0 (sedam nacˇina!).
Koncept: Razlomci vec´i od 1
Stavite X na duzˇinu gdje bi otprilike trebalo biti 11/8. Objasnite zasˇto ste
stavili X basˇ tu.
0−−−−−−−−−−−−2
Zadatak mozˇe biti rijesˇen na viˇse nacˇina, na primjer s ravnalom ili savijenim ko-
madom papira. Ucˇenici moraju objasniti gdje su stavili svoj znak. U kasnijem
razgovoru ucˇitelj c´e moc´i pomoc´i razredu da shvate razlomke vec´e od 1 (na primjer,
da je jedanaest osmina ekvivalentno jednom cijelom plus josˇ tri osmine).
Procedure: Razlika poucˇavanja putem rjesˇavanja problema je ta da je ucˇenik
onaj koji odlucˇuje o pristupu racˇunanju. Neki ucˇitelji koriste poucˇavanje putem
rjesˇavanja konceptualnih problema, ali ne i proceduralnih. To prekida vezu iz per-
spektive ucˇenika: zasˇto ne bi koristili svoje vlastite strategije za procedure kad su
radili strategije za povezane koncepte? Ucˇenici mogu smisliti svoje vlastite strategije
za procedure, a ucˇitelji to trebaju cijeniti i poticati. U nastavku navodimo nekoliko
primjera.
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Procedura: Zbrajanje dvoznamenkastih cijelih brojeva
Koliko je zbroj od 48 i 25? Kako znate?
Cˇak i kad nema pricˇe ili situacije koju treba rijesˇiti, to je problem jer dosta
ucˇenika mora samo shvatiti kako pristupiti zadatku. (U ovom trenutku josˇ nisu
naucˇili standardni algoritam). Ucˇenici rade na problemu koristec´i materijale, slike
ili mentalne strategije. Nakon sˇto ucˇenici rijesˇe problem na svoj nacˇin, ucˇitelji ih
sve okuplja i slusˇa strategije i rjesˇenja. Iduc´i popis sadrzˇi samo neke pristupe na
koje su nadosˇli ucˇenici drugog razreda:
4 [8] + 2[5]
40 + 20 = 60
8 + 2 = 10 (3 je ostalo od 5)
60 + 10 = 70
70 + 3 = 73
40 + 20 = 60
60 + 8 = 68
68 + 5 = 73
48 + 20 = 68
68 + 2 (”od 5”) = 70
” Josˇ uvijek imam 3 od 5.”
70 + 3 = 73
25 + 25 = 50 (23)
50 + 23 = 73
Ucˇitelj: Odakle smo dobili 23? ”Odvojili smo ga od 48.” Kako si razdvojio 48?
”Kao 20 i 20 i razdvojio sam 8 kao 5 i 3.”
48 - 3 = 45 (3)
45 + 25 = 70
70 + 3 = 73
Na isti nacˇin, mogu biti smiˇsljene operacije s decimalnim brojevima. Proce-
dure za razlomke, koje mnogi ucˇenici slabo razumiju, mogu biti istrazˇene putem
rjesˇavanja problema.
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Procedura: Dijeljenje razlomaka
Klara ima 2 cijele pizze i 1/3 druge. Sve pizze su iste velicˇine. Ako svaki od
njenih prijatelja zˇeli pojesti 1/4 pizze, koliko prijatelja mozˇe nahraniti s 7/3 pizze?
Uz racˇunske operacije s cijelim brojevima i racionalnim brojevima, procedure
vezane uz mjerenja mozˇemo poucˇavati putem rjesˇavanja problema. Brojne for-
mule mozˇemo razviti putem rjesˇavanja problema. Na primjer, ucˇenici mogu gledati
pomoc´u okruglog poklopca spremnika i istrazˇivati kako je dijametar povezan s obuj-
mom kruga kako bi saznali kako su te formule povezane. Ono sˇto je prilicˇno jasno je
to da sˇto viˇse problema ucˇenici rijesˇe, postaju voljniji i imaju viˇse samopouzdanja
za rjesˇavanje problema i nalaze sve viˇse metoda za ”napad” na buduc´e probleme.
4.4 Odabir korisnih zadataka
Kao sˇto je navedeno u popisu obiljezˇja problema, odabir zadataka mora ukljucˇiti
razmiˇsljanje o sposobnostima ucˇenika. Zadatak ucˇeniku mora biti problemski. Pri-
likom odabira zadataka treba ispitati niz cˇimbenika, ukljucˇujuc´i stupanj kognitivne
razine, te je li zadatak relevantan za ucˇenike. Srec´om, ne moramo krenuti od nule
jer imamo udzˇbenik koji mozˇe biti dobar izvor za odabir zadataka.
Prije svega kod odabira zadatka treba biti siguran da je taj zadatak kogni-
tivno zahtjevan, sˇto znacˇi da ukljucˇuje viˇsi stupanj razmiˇsljanja. Zadatci za nisku
kognitivnu razinu (takozvani rutinski problemi ili zadatci nizˇeg stupnja) ukljucˇuju
cˇinjenicˇne, poznate procedure (racˇunanje) i rjesˇavanje rutinskih problema. Zadatci
koji zahtijevaju viˇsi stupanj razmiˇsljanja, s druge strane, ukljucˇuju pronalazˇenja
odnosa, analizu informacija i donosˇenje zakljucˇaka. Na primjer, ako zatrazˇimo od
ucˇenika da pronadu povrsˇinu pravokutnika, to je drugacˇiji nacˇin razmiˇsljanja od
onoga da ih zatrazˇimo da naprave ”nacrt” sobe i izracˇunaju povrsˇinu prizemlja.
Sljedec´e stavke su korisne za odredivanje toga je li zadatak dovoljno izazovan za
ucˇenika.
KOGNITIVNE RAZINE:
Nizˇa kognitivna razina
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a) Zadatci memorije
• Ukljucˇuju davanje vec´ naucˇenih cˇinjenica, pravila, formula, definicija ili me-
morije
• Predstavljaju rutinu - ukljucˇujuc´i tocˇnu reprodukciju vec´ naucˇene procedure
• Nemaju veze s povezanim konceptima.
b) Procedure bez zadataka povezivanja
• Poziva se specificˇno na koriˇstenje procedura
• Jednosmjerne su, s malo dvosmislenosti sˇto treba napraviti i kako
• Nemaju veze s povezanim konceptima
• Fokusirane su na davanje tocˇnih odgovora, a ne na razvijanje matematicˇkog
razumijevanja
• Ne zahtijevaju objasˇnjenje ili se objasˇnjenje odnosi samo na proceduru.
Viˇsa kognitivna razina
a) Procedure sa zadatcima povezivanja
• Pazˇnja ucˇenika je usmjerena na koriˇstenje procedura u svrhe razvoja dublje
razine razumijevanja matematicˇkih koncepata i ideja
• Sugeriraju opc´e procedure koje su usko povezane radi naglasˇavanja konceptu-
alnih ideja
• Obicˇno su prezentirane na viˇse nacˇina (npr. vizualno povezivanje, zdruzˇivanje
istih materijala, simbola)
• Zahtijevaju angazˇman ucˇenika u razvoju konceptualnih ideja koje podupiru
procedure radi uspjesˇnog zavrsˇetka zadatka.
b) Rad na problemskim zadatcima
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• Zahtijeva slozˇeno i ne-algoritamsko razmiˇsljanje (razmiˇsljanje izvan rutine u
kojem ne postoji predvidljivi, poznati pristup)
• Zahtijeva od ucˇenika istrazˇivanje i razumijevanje prirode matematicˇkih konce-
pata, procesa i odnosa
• Zahtijeva samoprac´enje ili samoregulaciju vlastitog kognitivnog procesa
• Zahtijeva da ucˇenici raspolazˇu s relevantnim znanjem u radu na zadatku
• Zahtijeva analizu zadatka i aktivno ispitivanje zadatka sˇto mozˇe ogranicˇiti
moguc´e strategije i rjesˇavanje
• Zahtijeva znatan kognitivni napor.
Mozˇemo primijetiti da je nizˇa razina zadataka rutinska i jednosmjerna. Drugim
rijecˇima, ucˇenici nisu angazˇirani u produktivnoj borbi. S druge strane, kod viˇse ra-
zine zadataka (izvan rutine), ucˇenici ne samo da su angazˇirani u produktivnoj borbi
dok rade na zadatku, vec´ se suocˇavaju i sa izazovom uspostave veze s konceptima i
drugim relevantnim znanjem.
4.5 Viˇsestruke tocˇke ulaza i izlaza
Buduc´i da su ucˇenici na razlicˇitim razinama matematicˇkog znanja, bitno je koris-
titi probleme koji imaju viˇsestruke tocˇke ulaza, sˇto znacˇi da zadatak mora varirati
po tezˇini izazova te da mu se mozˇe pristupiti na viˇse nacˇina. Jedna od prednosti
problemski utemeljenog pristupa je da mozˇemo imati razlicˇite ucˇenike u svakom
razredu jer su ucˇenici potaknuti da koriste niz strategija uz svoje prijasˇnje iskustvo.
U susˇtini, ucˇenicima je recˇeno da ”koriste vlastite ideje za rjesˇavanje problema”.
Neki ucˇenici koriste manje ucˇinkovite pristupe (na primjer racˇunanje), ali razvijaju
naprednije strategije rjesˇavanja problema. Ako imaju izbor strategija, anksioznost
ucˇenika je manja. Sljedec´i primjer koji c´emo napraviti, pokazuje kognitivno zah-
tjevan zadatak koji ima viˇsestruke tocˇke ulaza i izlaza. Ta rjesˇenja variraju ovisno
o prethodnom znanju o problemu. Tijekom razgovora u razredu, uloga ucˇitelja je
osigurati stratesˇku podijeljenost strategija (mozˇda prvo razmjena manje napred-
nih strategija ili povezane strategije zajedno). Tako svi ucˇenici mogu unaprijediti
svoje znanje koncepta razlomaka. Zadatci bi trebali imati viˇsestruke tocˇke izlaza
ili razlicˇite nacˇine koje ucˇenici mogu demonstrirati u razumijevanju cilja ucˇenja.
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Na primjer, ucˇenici mogu nacrtati sliku, napisati jednadzˇbu, koristiti materijale
ili odglumiti problem koji ukljucˇuje opseg pravokutnika kako bi demonstrirali da
mogu pronac´i opseg za bilo koju velicˇinu pravokutnika. Te opcije su posebno vazˇne
za ucˇitelje i za njihovo bolje razumijevanje onoga sˇto znaju ucˇenici s tesˇkoc´ama u
ucˇenju. Njihovo koriˇstenje modela ili vizualizacije mozˇe prenijeti viˇse od onoga sˇto
prikazuju uz svoje ogranicˇene jezicˇne sposobnosti. Ucˇenici s potesˇkoc´ama u ucˇenju
mogu se boriti i s jezicˇnim izrazima i stoga mogu bolje demonstrirati svoje znanje
koristec´i slike. Ukoliko zamolimo ucˇenike da objasne i ilustriraju rjesˇenje, to mozˇe
biti jedan od nacˇina da bolje procijenimo jesu li ucˇenici naucˇili ono sˇto smo htjeli.
Na primjer: matematicˇki razred ucˇi statistiku. Ucˇiteljica je donijela tri vrec´e s cr-
venim i plavim klikerima. Oznacˇila ih je na nacˇin kao sˇto je prikazano na slici 20.
Ucˇiteljica je protresla svaku vrec´u. Pitala je razred: ”Zatvorite ocˇi i uzmite jedan
Slika 20: Matematicˇki zadatak
kliker. Sˇto mislite u kojoj vrec´i imate najviˇse izgleda da izvucˇete plavi kliker?
Koju vrec´u biste odabrali?
Objasnite zasˇto basˇ tu vrec´u. Pri objasˇnjenju mozˇete se koristiti i dijagramom.
4.6 Relevantni konteksti
Sigurno je jedno od najvazˇnijih obiljezˇja poucˇavanja putem rjesˇavanja problema to
da problem s kojim zapocˇnemo sat mozˇe potaknuti entuzijazam ucˇenika za ucˇenje
matematike. Usporedimo ova dva uvodna zadataka za ucˇenike sˇestog razreda:
”Danas c´emo istrazˇiti omjere i vidjeti kako oni mogu biti koriˇsteni za usporedivanje
iznosa”.
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”Za koju minutu c´u vam procˇitati ulomak iz Harryja Pottera o tome koliko je velik
Hagrid. Koristit c´emo omjere da usporedimo nasˇu visinu i debljinu s Hagridovom.”
Konteksti se mogu koristiti i za ucˇenje o kulturama, kao sˇto je kultura ucˇenika
u razredu. Mogu se koristiti i za povezivanje s drugim predmetima te mogu biti po-
tencijalno ukljucˇeni u ucˇenje matematike. Djecˇja literatura je bogat izvor problema
na svim razinama, ne samo na primarnoj. Djecˇje pricˇe mogu se koristiti na brojne
nacˇine i posluzˇiti kao niz zadataka za razmiˇsljanje, a nekoliko odlicˇnih knjiga nam
mozˇe pomoc´i u tome.
Vratimo se na primjer s Hagridom koji je dva puta vec´i i pet puta sˇiri od prosjecˇnog
cˇovjeka. Ucˇenici 2. i 3. razreda mogu izrezati papir koji je visok kao oni i sˇirok
kao njihova ramena. Onda mogu probati zakljucˇiti koliko bi Hagrid bio velik da
je dva puta viˇsi od njih i pet puta sˇiri od njih. U 4. i 5. razredima ucˇenici mogu
napraviti tablicu koja pokazuje koliko je visok i tezˇak svaki ucˇenik i potrazˇiti uzo-
rak (ispada da je oko 30 prema 1). Onda mogu zakljucˇiti koliko je visok i tezˇak
Hagrid i vidjeti radi li se o istom omjeru (5 prema 2). Ucˇenici 6. i 8. razreda mogu
napraviti dijagram razmjesˇtaja svojih visina i tezˇina i vidjeti gdje staviti podatke o
Hagridu. Ovaj primjer sadrzˇi sve, mjerenja, brojke i algebru. Kroz ovakve primjere
ucˇenike zainteresiramo rjesˇavanju problema kroz igru. Lik Hagrida iz Harry Pottera
je poznat i zbog toga zanimljiv. Kroz takve primjere djeca laksˇe ucˇe. Pogadanje
rjesˇenja u njihovoj dobi je igra, ali i ucˇenje. Neovisno o tome imaju li ucˇenici 6 ili
13 godina, literatura je puna iskustava i masˇte, sˇto utjecˇe na njihov entuzijazam
za rjesˇavanje povezanih matematicˇkih problema i vrlo je vjerojatno da c´e naucˇiti i
vidjeti matematiku kao koristan alat za istrazˇivanje svijeta.
Pronalazˇenje relevantnih koncepata za angazˇiranje svih ucˇenika je uvijek izazov u
razredu. Koriˇstenje konteksta poznatog svim ucˇenicima mozˇe biti ucˇinkovito, ali ga
je tesˇko pronac´i. Izvrstan izvor problema stoga je drugi predmet koji ucˇenici imaju.
Ucˇitelji osnovnih sˇkola mogu izvuc´i ideje iz tema koje se ucˇe u drusˇtvenim predme-
tima, prirodnim znanostima i u jezicima. Isto tako i ucˇitelji srednjih sˇkola mogu
povezati sve te predmete. Drugi poznati konteksti, kao sˇto su umjetnost, sport i kul-
tura takoder mogu biti vrijedan izvor. Drusˇtveni predmeti obiluju moguc´nostima
za primjenu u matematici. Vremenski prikaz povijesnih dogadaja su odlicˇna prilika
za ucˇenike koji rade na povezanim velicˇinama brojeva da bolje razumiju povijest.
Ucˇenici mogu istrazˇivati podrucˇja i gustoc´u naseljenosti, dok na drusˇtvenim stu-
dijama mogu razgovarati o tome kako se zˇivot razlikuje izmedu regija s 200 ljudi
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koji zˇive na jednom kvadratnom metru i regijama s 5 ljudi na jednom kvadratnom
metru. Web mozˇe biti odlicˇan izvor za nalazˇenje problema s viˇsestrukim ulaznim i
izlaznim tocˇkama koji su relevantni i angazˇirajuc´i za ucˇenike.
Trebali bi nastojati prilagoditi zadatke koji se ne temelje na problemu. Vec´ina
tradicionalnih udzˇbenika je napravljena za razrede s ucˇiteljem, za razliku od pristupa
o kojem smo govorili. Kako bismo ukljucˇili poucˇavanje putem rjesˇavanja problema,
trebamo se fokusirati na velike nastavne cjeline te pronac´i ideju za zadatak. Drugo,
trebamo pronac´i vazˇan zadatak. To se mozˇe napraviti prilagodavanjem najboljeg,
ili najvazˇnijeg zadatka u poglavlju, temeljenom na problemu ili stvaranjem i pro-
nalazˇenjem zadatka u drugom izvoru.
Slika 21: Klasifikacija trokuta
Jedna od moguc´nosti je ponuditi niz trokuta i odrediti grupe ucˇenika koje c´e
pokusˇati skup trokuta podijeliti u grupe ovisno o njihovim karakteristikama. Radi
detaljnije rasˇcˇlambe mozˇemo zamoliti ucˇenike da ih sortiraju prema stranicama i
kutovima. Dobivene rezultate mogu usporediti s drugim grupama ucˇenika. Voka-
bular mozˇemo prilagoditi grupama ucˇenika. Ucˇenici mogu dobiti sirove sˇpagete i
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viˇsu razinu pitanja: ”Mozˇete li napraviti dva trokuta razlicˇite velicˇine, a da su oba
jednakokracˇna? Mozˇete li napraviti trokut s tri tupa kuta? Zasˇto da ili zasˇto ne?
Ako je trokut klasificiran kao pravokutan, koja je klasifikacija stranica moguc´a ili
nemoguc´a?” Primjec´ujete kako se ove prilagodbe uklapaju s karakteristikama pro-
blema. Ucˇenici razvijaju dublje razumijevanje trokuta i mogu bolje vidjeti odnose
izmedu klasifikacija. Ukratko, odabir korisnih zadataka je slozˇen te predstavlja sta-
lan prioritet za ucˇitelje. Istrazˇitelji predlazˇu koriˇstenje procesa koji c´e pomoc´i u
odabiru korisnih zadataka:
Identificirati matematicˇke ciljeve (glavne ciljeve).
Stvoriti (pronac´i) problem.
Anticipirati rjesˇenja ucˇenika.
Implementirati i razmiˇsljati o problemu.
Mozˇemo primijetiti paralele s Polyainim procesom rjesˇavanja problema. To su pa-
ralelni procesi: angazˇirani smo u rjesˇavanju problema dok donosimo odluke o mate-
maticˇkim zadatcima za ucˇenike.
4.7 Upravljanje tijekom rada u razredu
Tijek rada u razredu odnosi se na interakciju tijekom sata. Naucˇiti kako upravljati
ucˇinkovitom diskusijom u razredu prilicˇno je slozˇeno i zahtijeva obrac´anje pozor-
nosti na viˇse elemenata. Cilj tijeka je zadrzˇati visok kognitivni stupanj dok ucˇenici
pokusˇavaju naucˇiti i formalizirati matematicˇke koncepte. Imajmo na umu da svrha
nije da ucˇenici kazˇu odgovor i da ih ucˇitelj ocijeni. Tijek rada mozˇe se pojaviti prije,
tijekom i nakon rjesˇavanja problema, ali faza nakon rada je posebno bitna, buduc´i
da je to razgovor koji mozˇe pomoc´i ucˇenicima da povezˇu problem s opc´enitijom ili
formalnom matematikom, ali i s drugim idejama.
4.8 Razgovor u razredu
Nemoguc´e je dovoljno naglasiti vrijednost razgovora na satu matematike. Kako
ucˇenici opisuju i procjenjuju rjesˇenja zadataka, razmjenjuju pristupe, ucˇenje se
dogada na nacˇine na koje se inacˇe ne bi dogodilo. Ucˇenici s ogranicˇenim jezicˇnim
sposobnostima i tesˇkoc´ama u ucˇenju, moraju koristiti matematicˇki vokabular i ar-
tikulirati matematicˇke koncepte kako bi naucˇili i jezik i matematicˇke koncepte.
Oni pocˇinju preuzimati ideje (stratesˇka kompetencija) i razvijati osjec´aj moc´i dok
pokusˇavaju razumjeti matematiku (produktivna dispozicija). Dok slusˇaju ideje dru-
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gih, uvidaju da postoje razlicˇiti pristupi prema nacˇinu rjesˇavanja matematicˇkih pro-
blema, a matematiku pocˇinju gledati kao nesˇto sˇto mogu napraviti. Kad je problem
iznesen, ucˇenike mozˇemo pitati koje strategije c´e koristiti i zasˇto. Pridruzˇujuc´i se
grupi mozˇemo modelirati pitanja za koja zˇelimo da ih ucˇenici postave jedni drugima
i sebi. Mozˇemo i razmiˇsljati naglas kako bismo im pokazali kako razmiˇsljamo o
problemu. To je jako bitno za ucˇenike s tesˇkoc´ama u ucˇenju i njihovo razmiˇsljanje
jer proces razmiˇsljanja postaje eksplicitan. U viˇsim razredima, svaka grupa mozˇe
imati promatracˇa cˇiji je posao postavljanje pitanja. Tijekom razgovora, nakon sˇto
su ucˇenici rijesˇili problem, ucˇenici mogu razmiˇsljati ne samo o svojoj strategiji, vec´
i o drugim strategijama. Postavljanje pitanja poput: biste li to napravili drugacˇije
sljedec´i put, koja strategija ima smisla (i zasˇto), sˇto im je predstavljalo problem i
kako su to premostili, je od osnovnog znacˇaja za razvijanje matematicˇke sposob-
nosti ucˇenika. Iako su brojna dobra pitanja specificˇna za zadatak koji je rijesˇen,
neka opc´enita pitanja mogu pomoc´i ucˇenicima da shvate sljedec´e:
Sˇto ste napravili, a da vam je pomoglo razumjeti problem?
Je li postojalo nesˇto u problemu sˇto vas je podsjetilo na neki drugi problem koji ste
imali?
Jeste li dosˇli do podataka koji vam nisu trebali? Kako ste znali da ti podaci nisu
vazˇni?
Kako ste odlucˇili nesˇto napraviti?
Kako ste odlucˇili je li vasˇ odgovor tocˇan ili nije?
Jeste li pokusˇali nesˇto sˇto ne funkcionira? Kako ste shvatili da nec´e funkcionirati?
Mozˇe li vam nesˇto sˇto ste napravili u ovom problemu pomoc´i da rijesˇite druge
probleme?
Primijetimo da se ta pitanja fokusiraju na proces, kao i na odgovor, te na to sˇto
je funkcioniralo, a sˇto nije. Uravnotezˇen razgovor pomazˇe ucˇenicima naucˇiti kako
rjesˇavati matematicˇke probleme. Za razgovor u razredu prirucˇnik za ucˇitelje opisuje
kako implementirati ucˇinkoviti tijek rada u razredu, Chapin, O’Connor i Anderson
napisali su ”Kad ucˇitelj uspije postaviti razred u kojem ucˇenici slusˇaju jedan dru-
goga, daju jasan i opsezˇan doprinos i dokazuju svoje tvrdnje, onda je ucˇitelj napravio
mjesto moc´nog konteksta za ucˇenje.” To vrijedi za svakog ucˇenika. Nema izuzetaka!
Ucˇenici koji se natjecˇu, cˇesto se bore jer im je onemoguc´eno da istrazˇuju i povezuju
ideje. Ovi autori dijele pet ’nacˇina razgovora’ koji mogu pomoc´i ucˇitelju prilikom
razgovora o matematici (Slika 22).
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U nastavku slijede ilustracije primjera tijeka rada u malim grupama koje trebaju
rijesˇiti 27-19 = −. Ucˇitelj ispituje dvoje ucˇenika (Ivana i Anu) da porazgovaraju o
svojim razlicˇitim odgovorima.
Ivan: ”Pa, ja sam dodao jedan devetnaestici i dobio dvadeset. Onda sam od
dvadeset sedam oduzeo dvadeset i dobio sedam. Ali sam dodao jedan tako da sam
morao oduzeti jedan od sedam i dobio sˇest.”
Ucˇitelj:” Sˇto misliˇs o tome Ana?”
Ana: ”Ja to nisam tako dobila”.
Ucˇitelj: ”Da, znam, ali sˇto misliˇs o njegovom objasˇnjenju?”
Ana: ”Pa, ne mozˇe biti tocˇno jer sam upravo izracˇunala. Dodala sam jedan
devetnaestici i dobila dvadeset i dodala sedam i dobila dvadeset sedam. Tako da
sam ukupno izracˇunala osam. Sˇest ne mozˇe biti tocˇno.”
Ucˇitelj: ”Ivane, sˇto misliˇs o njenom objasˇnjenju?”
Ivan: ”Ima smisla. Trebao sam racˇunati.”
Ucˇitelj: ”Misliˇs li da su oba odgovora tocˇna?”
Ivan: ”Ne”.
Ana: ”Ne. Da je bilo dvadeset sedam minus dvadeset, odgovor bi bio sedam, jer
izracˇunasˇ sedam. Ako je devetnaest, mora biti osam”.
Ivan: ”Cˇekaj. Vidim nesˇto. . . dobio sam sedam. . . vidim, izracˇunao sam da je
dvadeset sedam minus dvadeset jednako sedam. Ali onda. . . cˇini mi se. . . od
dvadeset sedam treba oduzeti devetnaest. A ja sam oduzeo dvadeset! Previˇse sam
oduzeo tako da moram dodati jedan do sedam. Dobijem osam, basˇ kao i Ana!”
Iako je ovo razgovor izmedu dvoje djece, slicˇan stil se mozˇe koristiti i u cijelom
razredu pomazˇuc´i ucˇenicima da shvate sˇto je ispravno, a sˇto nije, vezano uz njihove
strategije.
4.9 Razmatranje pitanja
Pitanja su bitna. Ako ne zamolimo ucˇenike da razmiˇsljaju, oni nec´e razmiˇsljati. Iako
to zvucˇi jednostavno, postavljanje ciljanih pitanja je u stvari vrlo slozˇeno i nesˇto sˇto
ucˇinkoviti ucˇitelji nastoje poboljˇsati tijekom cijele karijere.
Osnovni kriteriji vezani uz ispitivanja koja utjecˇu na ucˇenje su:
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Slika 22: Produktivni razgovor za razred
1. ”Razina” pitanja: Pitanja su rangirana u razlicˇitim modelima. Na primjer,
Bloomova taksonomija ukljucˇuje sˇest razina (znanje, razumijevanje, primjenu,
analizu, sintezu, procjenu), s tim da je svaka kognitivno zahtjevnija od prethodne.
Kognitivne razine ukljucˇuju dvije manje zahtjevne i dvije zahtjevnije kategorije.
Bez obzira na taksonomiju odredenih kategorija, cilj je postavljati viˇsu razinu
pitanja. To je posebno bitno ako ucˇenici razmiˇsljaju na viˇsem stupnju, a ipak se
koristi premalo pitanja za viˇsu razinu u poucˇavanju matematike.
2. Tip ciljanog znanja: Bitni su i konceptualno i proceduralno znanje i stoga
pitanja moraju biti usmjerena prema oba tipa znanja. Ako su pitanja ogranicˇena
na proceduralna znanja, kao sˇto je ”Kako si to rijesˇio?” ili ”Koje korake si
koristio?”, onda c´e ucˇenici razmiˇsljati o procedurama, a ne o povezanim
konceptima. Pitanja fokusirana na konceptualno znanje ukljucˇuju upite: ”Hoc´e li
ovo pravilo uvijek funkcionirati? Kako mozˇemo povezati jednadzˇbu koju si napisao
sa slikom? Zasˇto koristiti zajednicˇke nazivnike za dodavanje razlomaka?”
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3. Uzorak ispitivanja: Kao sˇto Herbel-Eisenmann i Breyfogle ([5], str. 45.) navode,
bitno je razmiˇsljati o pitanjima koje postavljamo, ali, isto tako, je bitno razmiˇsljati
i o uzorcima pitanja koje treba postaviti. Uobicˇajen uzorak ispitivanja je sljedec´i:
Ucˇitelj postavlja pitanja, ucˇenik odgovara, ucˇitelj potvrduje ili izaziva odgovor.
Ova ”inicijacija povratnog odgovora” ne vodi k razgovoru u razredu koji c´e
potaknuti ucˇenike na razmiˇsljanje. Prema drugom moguc´em uzorku, ucˇitelj
nastavlja ispitivati ucˇenika kako bi ga doveo do odredenog odgovora. Takav se
nacˇin postavljanja pitanja razlikuje od uzorka ”fokusiranja” koji koristi probna
pitanja za razgovor u razredu i pomazˇe ucˇenicima shvatiti matematiku. Gore
navedeni razgovori pomazˇu poboljˇsati usredotocˇeni razgovor.
4. Treba razmiˇsljati o odgovoru: Buduc´i da nije dovoljno razvijati pitanja visoke
razine, fokusirati se na procedure i koncepte i razmiˇsljati o uzorcima ispitivanja,
moramo se uvjeriti da su svi ucˇenici angazˇirani. Ako je postavljeno odlicˇno
pitanje, a na njega odgovori samo jedan ucˇenik, onda c´e ostali odmah shvatiti da
ne moraju razmiˇsljati o odgovoru i sav nasˇ napor je u tom slucˇaju uzaludan.
Umjesto toga, koristimo strategije kako bismo osigurali da svi razmiˇsljaju o
odgovoru. Recimo ucˇenicima da ”diskutiraju s parom iz klupe” o pitanju.
5. Kako reagirati na odgovor : Kada potvrdimo ispravno rjesˇenje, gubimo
moguc´nost angazˇiranja ucˇenika u smisleni razgovor o matematici i stoga
ogranicˇavamo moguc´nosti ucˇenja. U sredini sata, provjeravamo odgovore ucˇenika
kako bismo saznali misle li i ostali ucˇenici da je odgovor tocˇan, mogu li rec´i zasˇto i
postoje li druge strategije ili rjesˇenja problema.
4.10 Koliko rec´i, a koliko ne?
Kad poucˇavamo putem rjesˇavanja problema, jedna od najvec´ih dilema za ucˇitelje je
koliko toga rec´i. Ako kazˇemo previˇse, ucˇenici c´e se manje angazˇirati u rjesˇavanju
problema i zaustavit c´emo ih u njihovim nacˇinima rjesˇavanja problema. S druge
strane, rec´i premalo mozˇe ostaviti ucˇenike zbunjenima u onome sˇto mi mozˇemo
vidjeti kao ”neproduktivnu” borbu. Jedan od nacˇina rjesˇavanja ove dileme naveli
su edukatori koji su analizirali praksu u razredu povezanu s ucˇenjem: ”Informacija
mozˇe i treba biti podijeljena sve dok ne rjesˇava problem i dok ne oduzima ucˇenicima
razmiˇsljanje o situaciji i razvijanje metoda rjesˇavanja koje razumiju”. Predlazˇu tri
elementa koja ucˇitelji trebaju rec´i ucˇenicima:
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• Matematicˇke konvencije. Simboli koji se koriste za prezentiranje ”tri i pet
jednako osam” ” 3 + 5 = 8” su konvencije (+ i =). Terminologija i oznacˇavanje
su takoder konvencije. U pravilu, simboli i terminologija bi trebali biti uvedeni
nakon koncepata i onda specificˇno kao sredstvo izrazˇavanja ili oznacˇavanja
ideja. Ponekad ucˇenici s potesˇkoc´ama u razvoju imaju koristi od pokazivanja
terminologije i znacˇenja simbola koji pomazˇu sudjelovanju u procesu rjesˇavanja
problema.
• Alternativne metode. Ako ucˇenici sami ne dodu prirodno do bitne strategije,
onda ucˇitelj mora uvesti strategiju kao ”drugi” nacˇin, ali ne i jedini i najbolji
nacˇin.
• Objasˇnjenje ili formalizacija ucˇenicˇkih prijedloga. Trebate pomoc´i ucˇenicima
objasniti ili interpretirati njihove ideje i naglasiti povezane ideje. Ucˇenik mozˇe
dodati 38 i 5 s naznakom da je 38 i 2 jednako 40 i s 3 daje 43. Ova strategija se
mozˇe povezati sa strategijom koja se koristi za zbrajanje 8 + 5. Odabir 40 kao
srediˇsnje tocˇke u ovoj proceduri je bitan i vrijedan koncept. Ako svi obrate
pozornost na taj koncept, to im mozˇe pomoc´i da vide poveznicu, sˇto posebno
ojacˇava samopouzdanje ucˇenika koji su prvi predlozˇili strategiju.
4.11 Jednakost i poucˇavanje putem rjesˇavanja problema
Poucˇavanje putem rjesˇavanja problema omoguc´uje ucˇenicima da postanu mate-
maticˇki pismeni.
Poucˇavanje putem rjesˇavanja problema omoguc´it c´e ucˇenicima:
• Fokusirati pazˇnju ucˇenika na ideje i razumno razmiˇsljanje. Prilikom rjesˇavanja
problema, ucˇenici nuzˇno razmiˇsljaju o konceptima sadrzˇanima u problemu.
Koncepti koji se pojavljuju vjerojatno c´e biti integrirani s postojec´ima i po-
boljˇsati razumijevanje. Ovaj pristup je potaknut od strane ucˇenika u razredu.
• Razvijati matematicˇki proces. Ucˇenici koji rjesˇavaju problem u razredu bit
c´e angazˇirani u svih pet procesa rada s matematikom: rjesˇavanju problema,
razmiˇsljanje, komunikacija, povezivanje i prezentacija. Ti procesi stavljaju
matematiku u domenu koja je pristupacˇnija, interesantnija i smislenija.
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• Razvijati samopouzdanje i identitete ucˇenika. Kako se ucˇenici angazˇiraju u
rjesˇavanju problema, pocˇinju identificirati sebe kao matematicˇare. Svaki put
kad ucˇitelj predstavi zadatak s problemom i ocˇekuje rjesˇenje, treba ucˇenicima
rec´i, ”Vjerujem da to mozˇete napraviti”. Kad su ucˇenici ukljucˇeni u tijek
u kojem tocˇnost rjesˇenja lezˇi u opravdanju procesa, pocˇinju se vidjeti kao
matematicˇari.
• Osigurati kontekst koji omoguc´uje ucˇenicima pronalazak smisla koncepta. Ako
navedemo kontekst, posebno ako se kontekst temelji na iskustvu s kojim su
ucˇenici upoznati, podupiremo razvoj matematicˇkih koncepata. Takav pristup
omoguc´uje ucˇenicima pristup matematici i uspjesˇno ucˇenje koncepta.
• Omoguc´iti tocˇke ulaza i izlaza brojnim ucˇenicima. Dobri problemski zadaci
imaju viˇsestruke putove rjesˇenja. Ucˇenici mogu rijesˇiti 42−26 oduzimajuc´i 26
od 42, dodajuc´i 26 na razlicˇite nacˇine da dodu do 42, oduzimajuc´i 20 od 42 i
onda josˇ 6, racˇunajuc´i unaprijed (ili unatrag) ili koristec´i standardne metode
izracˇunavanja. Svaki ucˇenik treba nac´i smisao zadatka koristec´i vlastite ideje.
Sˇtoviˇse, ucˇenici trebaju prosˇiriti te ideje i razumijevanje kad cˇuju i razmiˇsljaju
o strategijama rjesˇavanja drugih. Za razliku od toga, pristup kojeg dirigira
ucˇitelj zanemaruje razlicˇitost, na sˇtetu vec´ine ucˇenika.
• Omoguc´iti dodatke i prosˇirenja. Dodaci i ”sˇto ako” pitanja mogu motivirati
napredne ucˇenike ili one koji brzo rijesˇe zadane zadatke te povec´ati ucˇenje i
entuzijazam za matematiku. Takvi problemi mogu biti konfigurirani na nacˇine
koji odgovaraju odredenim ucˇenicima.
• Angazˇirati ucˇenike i tako smanjiti problem discipline. Pitanje discipline u
razredu je cˇesto zbog toga sˇto je ucˇenicima dosadno, ne razumiju upute ucˇitelja
ili, jednostavno, zadatak ne smatraju dovoljno vazˇnim. Vec´ina ucˇenika zˇeli
izazov i uzˇiva u tome da mozˇe rijesˇiti problem na nacˇin koji im odgovara, sˇto
znacˇi da imaju i manje razloga za stvaranje nereda i glumatanje po razredu.
• Osigurati formativnu procjenu podataka. Kako ucˇenici razgovaraju o idejama,
crtaju slike ili koriste materijale, brane svoja rjesˇenja i ocjenjuju rjesˇenja dru-
gih te piˇsu izvjesˇc´a i objasˇnjenja, omoguc´uju ucˇitelju uvid u stalni protok
vrijednih informacija. To je bogat dokaz kako ucˇenici rjesˇavaju problem, koje
su moguc´e zablude koje imaju te kako povezuju i primjenjuju nove koncepte.
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Uz bolje razumijevanje onoga sˇto ucˇenici znaju, ucˇitelj mozˇe ucˇinkovitije pla-
nirati i utjecati na potrebe ucˇenja svakog ucˇenika.
• To je zabavno! Ucˇenici uzˇivaju u kreativnom procesu rjesˇavanja problema,
trazˇe uzorke i pokazuju kako su nesˇto rijesˇili. Ucˇitelji uzˇivaju u iznenadujuc´im
i inventivnim nacˇinima na koji ucˇenici razmiˇsljaju. Ucˇitelji znaju viˇse o
ucˇenicima i cijene razlicˇitost u svom razredu kad se fokusiraju na rjesˇavanje
problema. Kad ucˇenici imaju samopouzdanja, pokazuju ustrajnost i uzˇivaju
u matematici, mogu postic´i i viˇsi stupanj i nastaviti ucˇenje o matematici - to
im otvara brojna vrata u buduc´nosti.
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Zakljucˇak
Matematika je za vec´inu ucˇenika najtezˇi nastavni predmet. Posebice su im najtezˇi
problemski zadaci koji bi trebali povezivati stvarne zˇivotne situacije i matematicˇke
apstrakcije te ucˇenicima olaksˇati razumijevanje matematicˇkih sadrzˇaja. Zbog toga
mozˇemo rec´i da je rjesˇavanje problema najviˇsi oblik ucˇenja. On pobuduje kod
ucˇenika kreativnost, razvija ucˇenikovo stvaralacˇko miˇsljenje, misaono osamostalji-
vanje te razvoj ucˇenicˇke individualnosti. Veoma je vazˇno da ucˇenici samostalno
usvajaju nove nastavne sadrzˇaje, a to mogu tek kada se aktiviraju njihove intelek-
tualne sposobnosti. Na takav nacˇin se kod ucˇenika poticˇe povezivanje nastavnih
sadrzˇaja i laksˇe se mozˇe ostvariti primjena stecˇenih znanja u novonastalim situaci-
jama. Kako bi ucˇenici sˇto laksˇe rijesˇili odredeni problem, moraju ga razumjeti, imati
ideju, tj. napraviti plan rjesˇavanja, izvesti taj plan te ga, na kraju, znati procijeniti
kao dobar ili losˇ. Trebali bi znati izvuc´i zakljucˇke. Ovakvi problemski zadaci ucˇe
ucˇenike razmiˇsljati, logicˇki zakljucˇivati i, u konacˇnici, ucˇe ih kako ucˇiti. Stvaraju
od ucˇenika samostalnog pojedinca koji stvara, misli i rjesˇava probleme. Kako bi
laksˇe i brzˇe dosˇli do rjesˇenja, ucˇenicima su potrebne i odredene strategije tj. metode
rjesˇavanja problema. One su veoma vazˇne i primjenjive. U ovom radu objasˇnjeno
je jedanaest takvih metoda (strategija).
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Sazˇetak
Tema ovog rada su metode za rjesˇavanje problemskih zadataka. U radu su dana
tri pristupa za poucˇavanje rjesˇavanja problema: poucˇavanje o rjesˇavanju problema,
poucˇavanje za rjesˇavanje problema i poucˇavanje putem rjesˇavanja problema. Svaki
pristup donosi korisne i bitne cˇinjenice za ucˇenikovo znanje i razvijanje sposobnosti
za rjesˇavanje problemskog zadatka, a tako i stvarnih zˇivotnih situacija. Opisano
je i rjesˇavanje problema u cˇetiri koraka prema poznatom matematicˇaru Georgeu
Polyau. Dano je i opisano jedanaest strategija pomoc´u kojih se brzˇe i laksˇe dolazi
do rjesˇenja odredenog problema. Svaka metoda je alat kojeg ucˇenici koriste prilikom
rjesˇavanja problemskih zadataka. Navedeni su korisni primjeri problemskih zadataka
za osnovnu sˇkolu te su razmatrana glavna pitanja koja utjecˇu na ucˇenje i rjesˇavanje
problema. Objasˇnjena je i uloga ucˇitelja koji organizira, motivira i usmjeruje ucˇenike
na pravilno koriˇstenje znanja i informacija.
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Summary
The purpose of this master thesis is to show the methods of solving problems. In this
paper the three approaches to the teaching of problem solving are given: teaching
about problem solving, teaching for problem solving and teaching through problem
solving. Each approach offers substantial and relevant facts to students’ knowledge
and developing competencies for solving problem, as well as real life situations. Four
principles of problem solving identified by well-known mathematician George Polya
are also described. Eleven strategies for reaching a solution to a certain problem
by faster and easier means are also given and described. Each method is a tool
which students use while solving problem. Useful problem examples for primary
school students are enumerated and the main issues that affect learning and problem
solving are examined. The role of a teacher, who organizes, motivates and directs
students to properly use their knowledge and information, is also illustrated.
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